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ВІД АВТОРІВ

Любі восьмикласники та восьмикласниці!

У цьому навчальному році ви продовжуватиме вивчати геоме-
трію. Сподіваємося, Ùо ви встигли полюбити цю важливу і красиву 
науку, а отже, з інтересом будете опановувати нові знання. Ми 
маємо надію, Ùо цьому сприятиме підручник, який ви тримаєте 
в руках. 

Ознайомтеся, будь ласка, з його структурою.
Текст підручника поділено на чотири параграфи, кожний 

з яких складається з пунктів. У пунктах викладено теоретичний 
матеріал. Вивчаючи його, особливу увагу звертайте на текст, який 
надруковано жирниÌ шриÔтоÌ, жирним курсивом і курсивоË� так 
у книзі виділено означення, правила та найважливіші математичні 
твердження.

Зазвичай виклад теоретичного матеріалу завершується прикла-
дами розв’язування задач. ¶і записи можна розглядати як один 
із можливих зразків оформлення розв’язання.

Äо кожного пункту дібрано задачі для самостійного розв’язування, 
приступати до яких радимо лише після засвоєння теоретичного ма-
теріалу. Серед завдань є як прості й середні за складністю вправи, 
так і складні задачі (особливо ті, Ùо позначено «зірочкою» (
)). 
Свої знання можна перевірити, розв’язуючи задачі в тестовій формі, 
розміÙені в кінці кожного параграфа.

Кожний пункт завершується рубрикою «Спостерігайте, рисуйте, 
конструюйте, фантазуйте». Äо неї дібрано задачі, для розв’язування 
яких потрібні не спеціальні геометричні знання, а лише здоровий 
глузд, винахідливість і кмітливість. ¶і задачі корисні, як вітаміни: 
вони розвивають «геометричний зір» та інтуїцію.

ЯкÙо після виконання домашніх завдань залишається вільний 
час і ви хочете дізнатися більше, то рекомендуємо звернутися до 
рубрики «Коли зроблено уроки». Матеріал, викладений там, не-
простий. Але тим цікавіше випробувати свої сили�

Äерзайте� Бажаємо успіху�
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Шановні колеги та колежанки!

Ми дуже сподіваємося, Ùо цей підручник стане надійним по-
мічником у вашій нелегкій та шляхетній праці, і будемо Ùиро раді, 
якÙо він вам сподобається.

У книзі дібрано великий і різноманітний дидактичний матеріал. 
Проте за один навчальний рік усі задачі розв’язати неможливо, та 
в цьому й немає потреби. Разом з тим набагато зручніше працювати, 
коли є значний запас задач. ¶е дає можливість реалізувати прин-
ципи рівневої диференціації та індивідуального підходу в навчанні.

Звертаємо увагу на те, Ùо в підручнику наявні задачі на по-
будову. Вони не є обов’язковими для розгляду. ¶ей матеріал до-
цільно використовувати лише в тому разі, коли учні та учениці 
вже ознайомлені з відповідним розділом з курсу геометрії 7 класу.

§елениÌ кольором позначено номери задач, Ùо рекомендовано 
для домашньої роботи, синіÌ кольором x номери задач, Ùо реко-
мендовано для розв’язування усно.

Матеріал рубрики «Коли зроблено уроки» може бути викорис-
таний для організації роботи математичного гуртка та факульта-та факульта- факульта-
тивних занять.

Тож перетворімо разом шкільний курс геометрії в зрозумілий 
і привабливий предмет.

Бажаємо творчого натхнення та терпіння.

УМОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ

Q° завдання, Ùо відповідають початковому та середньому рівням на-
вчальних досягнень�

Qx завдання, Ùо відповідають достатньому рівню на вчаль них до-
сягнень�

Qxx завдання, Ùо відповідають високому рівню навчальних досягнень�

Q
 задачі для математичних гуртків і факультативів�

ключові задачі, результат яких може бути використаний під час 
розв’язування інших задач�

~ доведення теореми, Ùо відповідає достатньому рівню навчальних 
досягнень�
доведення теореми, Ùо відповідає високому рівню навчальних 
досягнень�
доведення теореми, не обов’язкове для вивчення�

 закінчення доведення теореми�

~ закінчення розв’язання задачі�

рубрика «Коли зроблено уроки».



§1ЧОТИРИКУТНИКИ

У цьому параграфі розглядається знайома вам геометрична фігура чо-
тирикутник. Ви ознайомитеся з окремими видами чотирикутника: па-
ралелограмом, прямокутником, ромбом, квадратом, трапецією, вивчите 
властивості цих фігур і дізнаєтеся про ознаки, за допомогою яких серед 
чотирикутників можна розпізнати зазначені фігури.

Ви вивчите властивості відрізка, який сполучає середини сторін трикут-
ника, і переконаєтеся в тому, що ці властивості можуть слугувати ключем 
до розв’язування цілого ряду задач.

Як виміряти дугу кола? Навколо якого чотирикутника можна описати 
коло? У який чотирикутник можна вписати коло? Опанувавши матеріал 
цього параграфа, ви отримаєте відповіді й на ці запитання.
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1. Чотирикутник та його елементи

На рисунку 1 відрізки AB і BC мають тільки одну спільну точ-
ку B, яка є кінцем кожного з них. Такі відрізки називають сусід-
німи. На рисунку 2 кожні два відрізки є сусідніми.

A

B

C

Рис. 1 Рис. 2

Відрізки AB і CD на рисунку 3 не є сусідніми.

A

BC

D
A BC

D

а б

Рис. 3

Розглянемо фігуру, яка складається із чотирьох точок A, B, C, 
D і чотирьох відрізків AB, BC, CD, DA таких, що ніякі два сусідніх 
відрізки не лежать на одній прямій і ніякі два несусідніх відрізки 
не мають спільних точок (рис. 4, а).

A

B

C

D

A

B

C

D

а б

Рис. 4
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Фігура, утворена цими відрізками, обмежує частину плоÙини, 
виділену на рисунку 4, À зеленим кольором. ¶ю частину плоÙини 
разом з відрізками $%, %C, C' і '$ називають чотирикутникоÌ. 
Точки $, %, C, ' називають вершинаÌи чотирикутника, а відріз-
ки $%, %C, C', '$ x сторонаÌи чотирикутника.

На рисунку 5 зображено фігури, Ùо складаються із чотирьох 
відрізків $%, %C, C', '$ та частини плоÙини, яку вони обмежують. 
Проте ці фігури не є чотирикутниками. Поясніть чому.

$ % C

'

$
%

C

'

а À

Рис. �

Сторони чотирикутника, які є сусідніми відрізками, називають 
сусідніÌи сторонаÌи чотирикутника. Вершини, які є кінцями од-
нієї сторони, називають сусідніÌи вершинаÌи чотирикутника. 
Сторони, які не є сусідніми, називають протилежниÌи сторонаÌи 
чотирикутника. Несусідні вершини називають протилежниÌи вер�
шинаÌи чотирикутника.

На рисунку 6 зображено чотирикутник, 
у якому, наприклад, сторони 04 і 01 є су-
сідніми, а сторони 13 і 04 x протилежними. 
Вершини 4 і 3 x сусідні, а вершини 0 і 3 x 
протилежні.

·отирикутник називають і позначають за 
його вершинами. Наприклад, на рисунку 4, À 
зображено чотирикутник $%C', а на рисун-
ку 6 x чотирикутник 0134. У позначенні 
чотирикутника букви, Ùо стоять поруч, від-
повідають сусіднім вершинам чотирикутника. Наприклад, чоти-
рикутник, зображений на рисунку 6, можна позначити Ùе й так: 
3401, або 0431, або 1340 тоÙо.

Суму довжин усіх сторін чотирикутника називають периÌетроÌ 
чотирикутника.

1

0 3

4

Рис. 6
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%

$
C

'
C

$

%'

а À

Рис. �

Відрізок, який сполучає протилежні вершини чотирикутника, 
називають діагоналлÞ. На рисунку 7 відрізки $C і %' x діагоналі 
чотирикутника $%C'.

Кути $%C, %C', C'$, '$% (рис. 8) називають кутаÌи чотири-
кутника $%C'. У цьому чотирикутнику всі вони менші від роз-
горнутого кута. Такий чотирикутник називають опуклиÌ. Однак 
існують чотирикутники, у яких не всі кути менші від розгорнутого. 
Наприклад, на рисунку 9 кут % чотирикутника $%C' більший 
за 180°. Такий чотирикутник називають неопуклиÌ1.

Кути $%C і $'C називають протилежниÌи кутаÌи чотирикут-
ника $%C' (рис. 8, 9). Також протилежними є кути %$' і %C'.

%

$
C

'

%

$ C

'

Рис. 8 Рис. �

ТеореÌа �.�. ±ума кутів чотирикутника дорівнює ���°.
ДовеÃеннÞ. ~ Проведемо в чотирикутнику діагональ, яка 

розбиває його на два трикутники. Наприклад, на рисунку 10 це 
діагональ %'. Тоді сума кутів чотирикутника $%C' дорівнює сумі 
кутів трикутників $%' і C%'. Оскільки сума кутів трикутника 
дорівнює 180°, то сума кутів чотирикутника дорівнює 360°. 

1 Äокладніше з поняттям «опуклість» ви ознайомитеся в п. 19.
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%

$
C

'

C
$

%

'

а À

Рис. 1�

­аслідок. ³ чотирикутнику тільки один із кутів може 
Áути ÁільØим за розгорнутий.

Äоведіть цю властивість самостійно.

 §адача �. Äоведіть, Ùо довжина будь-
якої сторони чотирикутника менша від суми 
довжин трьох інших його сторін.

¯озвsÞзаннÞ. Розглянемо довільний чоти-
рикутник $%C' (рис. 11). Покажемо, напри-
клад, Ùо $% � $' � 'C � C%.

Проведемо діагональ $C. Застосовуючи не-
рівність трикутника для сторін $% і $C відпо-
відно трикутників $%C і $'C, отримуємо не-
рівності: $% � $C � C%, $C � $' � 'C.

Звідси $% � $C � C% � $' � 'C � C%.
Отже, $% � $' � 'C � C%. ~ 

§адача �. Побудуйте чотирикутник за двома сусідніми сторо-
нами та чотирма кутами, кожний з яких менший від розгорнутого.1

¯озвsÞзаннÞ. На рисунку 12 зображено 
чотирикутник $%C', у якому відомо довжини 
сторін $% і %C, а також усі його кути.

У трикутнику $%C відомо дві сторони $% 
і %C та кут % між ними. Отже, цей трикутник 
можна побудувати. Тепер можемо від проме-
нів $% і C% відкласти кути, які дорівнюють 
кутам чотирикутника при вершинах А і С.

Проведений аналіз показує, як будувати 
шуканий чотирикутник.

1 У підручнику задачі на побудову не є обов’язковими для розгляду.

%

$ C

'

Рис. 1�

C
$

%

'

Рис. 11
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Будуємо трикутник за двома даними сторонами чотирикутника 
та кутом між ними. На рисунку 12 це трикутник $%C. Äалі від 
променів $% і C% відкладаємо два відомих кути чотирикутника. 
Äва побудованих промені перетинаються в точці '. ·отирикут-
ник $%C' x шуканий. ~

1. Поясніть, які відрізки називають сусідніми.

2. Поясніть, яку фігуру називають чотирикутником.

3. Які сторони чотирикутника називають сусідніми? протилежними?

4. Які вершини чотирикутника називають сусідніми? протилеж-
ними?

5. Як позначають чотирикутник?

6. Що називають периметром чотирикутника?

7. Що називають діагоналлю чотирикутника?

8. Який чотирикутник називають опуклим?

9. Сформулюйте теорему про суму кутів чотирикутника.

 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

�.° Накресліть чотирикутник, у якому:
1) три кути тупі�
2) кути при сусідніх вершинах прямі, а два інших не є прямими�
3) одна діагональ точкою перетину діагоналей ділиться навпіл, 

а друга не ділиться навпіл�
4) діагоналі перпендикулярні.

�.° Накресліть довільний чотирикутник, позначте його вершини 
буквами 0, ., E, ). Укажіть пари його сусідніх сторін, проти-
лежних сторін, протилежних вершин. Запишіть які-небудь три 
позначення цього чотирикутника.

�.° Накресліть чотирикутник, у якому:
1) три кути гострі�
2) два протилежних кути прямі, а два інших не є прямими�
3) діагоналі точкою перетину діляться навпіл.

?
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ВПРАВИ

�.° Серед фігур, зображених на рисунку 13, укажіть чотирикутники.

а Â

�

À

Ã е є

в

Рис. 1�

�.° Наведіть чотири яких-небудь позначення 
чотирикутника, зображеного на рисун-
ку 14. Укажіть:
1) вершини чотирикутника�
2) його сторони�
3) пари сусідніх вершин�
4) пари протилежних вершин�
5) пари сусідніх сторін�
6) пари протилежних сторін�
7) діагоналі чотирикутника.

�.° Серед чотирикутників, зображених на рисунку 15, укажіть 
опуклі.

$

E.

'

C

%

3

6

)0 9;

2

7 <

= 1
5

/4

Рис. 1�

�.° ·ому дорівнює четвертий кут чотирикутника, якÙо три його 
кути дорівнюють 78°, 89° і 93°"

8.° Знайдіть кути чотирикутника, якÙо вони рівні між собою.

C
0

.

$

Рис. 1�
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�.° У чотирикутнику $%C' відомо, Ùо �%   150°, �$   �C   �'. 
Знайдіть невідомі кути чотирикутника.

��.° Один із кутів чотирикутника у 2 рази менший від другого кута, 
на 20° менший від третього та на 40° більший за четвертий. 
Знайдіть кути чотирикутника.

��.° Знайдіть кути чотирикутника, якÙо вони пропорційні чис-
лам 2, 3, 10 і 21. ·и є цей чотирикутник опуклим"

��.° Знайдіть кути чотирикутника, якÙо три його кути пропорційні 
числам 4, 5 і 7, а четвертий кут дорівнює їхній півсумі. ·и є цей 
чотирикутник опуклим"

��.° ·и може чотирикутник мати:
1) три прямих кути й один гострий�
2) три прямих кути й один тупий�
3) чотири прямих кути�
4) чотири гострих кути�
5) два прямих і два тупих кути�
6) два прямих кути, один гострий та один тупий"
У разі ствердної відповіді нарисуйте такий чотирикутник.

��.° Периметр чотирикутника дорівнює 63 см. Знайдіть його сто-

рони, якÙо друга сторона становить 2
3
 першої, третя x 50 � 

другої, а четверта x 150 � першої.
��.° Знайдіть сторони чотирикутника, якÙо одна з них на 2 см 

більша за другу, на 6 см менша від третьої, у 3 рази менша 
від четвертої, а периметр дорівнює 64 см.

��.° У чотирикутнику $%C' сторони $% і %C рівні, а діагональ %' 
утворює із цими сторонами рівні кути. Äоведіть, Ùо сторони C' 
і $' теж рівні.

��.° Äіагоналі чотирикутника точкою перетину діляться навпіл, 
одна з його сторін дорівнює 6 см. ·ому дорівнює протилежна 
їй сторона чотирикутника"

�8.° У чотирикутнику 01.3 відомо, Ùо 01   1., 03   3., 
�0   100°. Знайдіть кут ..

��.° У чотирикутнику $%C' діагональ $C утворює зі сторонами $% 
і $' рівні кути та зі сторонами C% і C' також рівні кути, 
$%   8 см, %C   10 см. Знайдіть периметр чотирикутника $%C'.

��.x У трикутнику $%C відомо, Ùо �$   44°, �%   56°. Бісектри-
си $. і %0 трикутника перетинаються в точці 2. Знайдіть 
кути чотирикутника: 1) 02.C� 2) $2%C.

��.x У трикутнику $%C відомо, Ùо �$   36°, �%   72°. Висоти $E 
і %) трикутника перетинаються в точці +. Знайдіть кути чо-
тирикутника: 1) C)+E� 2) $C%+.
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��.x Знайдіть діагональ чотирикутника, якÙо його периметр до-
рівнює 80 см, а периметри трикутників, на які ця діагональ 
розбиває даний чотирикутник, дорівнюють 36 см і 64 см.

��.x ·и можуть сторони чотирикутника дорівнювати:
1) 2 дм, 3 дм, 4 дм, 9 дм�    2) 2 дм, 3 дм, 4 дм, 10 дм"

��.xx У чотирикутнику $%C' відомо, Ùо �$   �C   90°. Äоведіть, 
Ùо бісектриси двох інших кутів чотирикутника або паралельні, 
або лежать на одній прямій.

��.xx Äоведіть, Ùо коли бісектриси двох протилежних кутів опуклого 
чотирикутника паралельні або лежать на одній прямій, то два 
інших кути чотирикутника рівні.

��.xx Побудуйте чотирикутник за його сторонами та одним із кутів.
��.xx Побудуйте чотирикутник за трьома сторонами та двома діа-

гоналями.
�8.xx Побудуйте чотирикутник за його сторонами та однією з діа-

гоналей.
��.
 Побудуйте чотирикутник $%C' за кутами $ і %, сторонами 

$% і %C та сумою сторін $' і C'.

  ГОТУЄМОСЯ ДО ВИВЧЕННЯ НОВОЇ ТЕМИ

��. Пряма F перетинає кожну з прямих a і E (рис. 16). Укажіть 
пари різносторонніх і пари односторонніх кутів, які при цьо-
му утворилися. Яке взаємне розміÙення прямих a і E, якÙо: 
1) �1   �4� 2) �1   20°, �3   170°"

aF

E

1

4

2
3

C%

'$

C%

'$

Рис. 16 Рис. 1� Рис. 18

��. У чотирикутнику $%C' (рис. 17) �C   110°, �'   70°. Äоведіть, 
Ùо %C __ $'.

��. У чотирикутнику $%C' відомо, Ùо �$   �%   90°, �C   100°. 
·и є паралельними прямі: 1) %C і $'� 2) $% і C'"

��. На рисунку 18 $'   %C, �$'%   �C%'. Äоведіть, Ùо $%   C' 
і $% __ C'.
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��. Відрізок %. x бісектриса трикутника $%C. Пряма '. паралель-
на стороні $% і перетинає сторону %C у точці ', �%'.   116°. 
Знайдіть кут %.'.

Поновіть у паÌsяті зÌіст пунктів ��� ��� �� на с. �88� �8�.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

��. Білу плоÙину довільно забризкано чорною фарбою. Äоведіть, 
Ùо на плоÙині знайдеться відрізок завдовжки 1 м, кінці якого 
зафарбовано одним кольором.

  ДЕРЗАЙТЕ!

Задачу 29 позначено «зірочкою» (
). ¶е означає, Ùо вона нале-
жить до задач підвиÙеної складності. Хоча таких задач не буде на 
самостійних і контрольних роботах, їх у підручнику чимало. У вас 
може виникнути запитання: «НавіÙо ж витрачати час і сили на 
складні задачі, якÙо вони не є обов’язковими для розв’язування, 
а високу оцінку можна заробити й значно меншими зусиллями"» 
На нашу думку, найкраÙу відповідь на це запитання можна знайти 
в книзі «Математика й романтика» відомого українського геометра 
та педагога Миколи Івановича Кованцова. Він писав: «Любі друзі� 
Беріться за розв’язування складних математичних задач� І тих, 
які Ùойно поставлені, і тих, які вже багато десятиліть або століть 
не піддаються розв’язуванню. Вас спіткають страждання й роз-
чарування, коли здаватиметься, Ùо ви марно витратили роки на 
пошуки примари, яка від вас ухиляється. Усе може бути. Але ви 

будете сторицею винагороджені, коли одного 
чудового дня опинитеся перед тією завітною 
ціллю, до якої так довго й складно йшли. Не 
будьте байдужими, інакше на вас чекає духов-
на смерть». 

М. І. Кованцов майже 30 років очолював 
кафедру геометрії Київського національного 
університету імені Тараса ¸евченка. Його 
перу належить понад 200 наукових і науково-
популярних праць. 

Микола Іванович виховав десятки вчених, 
які сьогодні працюють як в Україні, так і в ба-
гатьох країнах світу.

М. І. Кованцов

(1924–1988)
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2. Паралелограм. Властивості паралелограма

Означення. ПаралелограÌоÌ називаÞть чотирикутник� 
у якого кожні дві протилежні сторони паралельні.

На рисунку 19 зображено паралелограм $%C'. За означенням 
паралелограма маємо: $% __ C', %C __ $'.

Розглянемо деякі властивості паралелограма.

ТеореÌа �.�. ¯ротилежні сторони паралелограма рівні.
ДовеÃеннÞ . ~ На рисунку 19 зображено паралелограм $%C'. 

Äоведемо, Ùо $%   C' і %C   $'. 
Проведемо діагональ $C. Äоведемо, Ùо трикутники $%C і C'$ 

рівні (рис. 20).
У цих трикутниках сторона $C x спільна, кути 1 і 2 рівні як 

різносторонні при паралельних прямих %C і $' та січній $C, кути 3 
і 4 рівні як різносторонні при паралельних прямих $% і C' та 
січній $C. Отже, трикутники $%C і C'$ рівні за другою ознакою 
рівності трикутників. Звідси $%   C' і %C   $'. 

ТеореÌа �.�. ¯ротилежні кути паралелограма рівні.
ДовеÃеннÞ . ~ На рисунку 19 зображено паралелограм $%C'. 

Äоведемо, Ùо �А   �C і �В   �'. 

$

% C

' $

% C

'
1

3

2
4

Рис. 1� Рис. ��

Під час доведення попередньої теореми було встановлено, Ùо 
'$%C   'C'$ (рис. 20). Звідси �%   �'. З рівності кутів 1 і 2 та 
рівності кутів 3 і 4 випливає, Ùо �1 � �3   �2 � �4. Отже, 
�%$'   �%C'. 

ТеореÌа �.�. ¤іагоналі паралелограма точкою перетину 
діляться навпіл.

ДовеÃеннÞ . ~ На рисунку 21 зобра-
жено паралелограм $%C', діагоналі якого 
перетинаються в точці 2. Äоведемо, Ùо 
$2   2C і %2   2'.

Розглянемо трикутники $2' і C2%. 
Маємо: �1 і �2, �3 і �4 рівні як різно-

сторонні при паралельних прямих $' і %C 

$

% C

'
1

2
2

3

4

Рис. �1
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та січних $C і %' відповідно. З теореми 2.1 отримуємо: $'   %C. 
Отже, трикутники $2' і C2% рівні за другою ознакою рівності 
трикутників. Звідси $2   2C, %2   2'. 

Означення. ВисотоÞ паралелограÌа називаÞть перпен�
дикуляр� опуÙениÉ з будь�якої точки пряÌої� яка Ìістить сторону 
паралелограÌа� на пряÌу� Ùо Ìістить протилежну сторону.

На рисунку 22 кожний із відрізків $), 4E, %0, 31, C. є ви-
сотою паралелограма $%C'.

$

% C

'

4

0
E

)

3

1.

Рис. ��

Із курсу геометрії 7 класу ви знаєте, Ùо всі точки однієї з двох 
паралельних прямих рівновіддалені від другої прямої. Тому 
$)   4E і %0   31   C..

Говорять, Ùо висоти %0, C., 31 проведено до сторін %C і $', 
а висоти $), 4E x до сторін $% і C'.

 §адача �. Äоведіть, Ùо прямі, які містять висоти трикут-
ника, перетинаються в одній точці.

¯озвsÞзаннÞ. ·ерез кожну вершину даного трикутника $%C 
проведемо пряму, паралельну протилежній стороні. Отримаємо 
трикутник A B C1 1 1  (рис. 23).

$

%C +

$
1

%
1

C
1

Рис. ��
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Із побудови випливає, Ùо чотирикутники AC BC1  і ABCB1 x 
паралелограми. Звідси AC BC AB1 1  . Отже, точка $ є серединою 
відрізка B C1 1.

Оскільки прямі B C1 1 і %C паралельні, то висота $+ трикутни-
ка $%C перпендикулярна до відрізка B C1 1. Таким чином, пря-
ма $+ x серединний перпендикуляр сторони B C1 1  трикутни-
ка A B C1 1 1. Аналогічно можна довести, Ùо прямі, які містять дві 
інші висоти трикутника $%C, є серединними перпендикулярами 
сторін C A1 1  і A B1 1  трикутника A B C1 1 1.

Оскільки серединні перпендикуляри сторін трикутника пере-
тинаються в одній точці, то твердження задачі доведено. ~

§адача  �. Бісектриса тупого кута паралелограма ділить його 
сторону у відношенні 2 : 1, рахуючи від вершини гострого кута. Знай- 
діть сторони паралелограма, якÙо його периметр дорівнює 60 см.

¯озвsÞзаннÞ. Нехай бісектриса тупого 
кута % паралелограма $%C' (рис. 24) пе-
ретинає сторону $' у точці 0. За умовою 
$0 : 0'   2 : 1.

Кути $%0 і C%0  рівні за умовою.
Кути C%0 і $0% рівні як різносто-

ронні при паралельних прямих %C і $' 
та січній %0.

Тоді �$%0   �$0%. Отже, трикутник %$0 рівнобедрений, 
звідси $%   $0.

Нехай 0'   [ см, тоді $%   $0   2[ см, $'   3[ см. Оскільки 
протилежні сторони паралелограма рівні, то його периметр дорівнює 
2 ($% � $'). Ураховуючи, Ùо за умовою периметр паралелограма 
дорівнює 60 см, отримуємо:

2 (2[ � 3[)   60�
[   6.

Отже, $%   12 см, $'   18 см.
В�ÃÎов�Ãь: 12 см, 18 см. ~

1. Який чотирикутник називають паралелограмом?

2. Яку властивість мають протилежні сторони паралелограма?

3. Яку властивість мають протилежні кути паралелограма?

4. Яку властивість мають діагоналі паралелограма?

5. Що називають висотою паралелограма?

?

$

% C

'0

Рис. ��
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 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

��.° На рисунку 25 зображено паралелограм $%C'. Зробіть такий 
рисунок у зошиті. Проведіть із точок % і 0 висоти паралело-
грама до сторони $', а з точки . x висоту до сторони $%.

$

0

'

C%

.

%

'

C0

C

'

%

.

0.

$

$

а À в

Рис. ��

ВПРАВИ

��.° Äві паралельні прямі перетинають три інші паралельні прямі. 
Скільки при цьому утворилося паралелограмів"

�8.° На рисунку 26 зображено паралелограми. Визначте, не ви-
конуючи вимірювань, на яких рисунках величини кутів або 
довжини відрізків позначено неправильно (довжини відрізків 
наведено в сантиметрах).

25°

20° 138°

138°

42°

42°

54°

56°

30°

30°

3
4

6

а

Â �

À в

6

6

3

7

6

45

4

Рис. �6
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��.° ·и вистачить 40 см дроту, Ùоб виготовити з нього паралелограм 
зі сторонами: 1) 14 см і 8 см� 2) 16 см і 4 см� 3) 12 см і 6 см"

��.° Периметр паралелограма дорівнює 112 см. Знайдіть його сто-
рони, якÙо: 1) одна з них на 12 см менша від другої� 2) дві 
його сторони відносяться як 5 : 9.

��.° Знайдіть сторони паралелограма, якÙо одна з них у 5 разів 
більша за другу, а периметр паралелограма дорівнює 96 см.

��.° У паралелограмі $%C' відомо, Ùо $%   6 см, $C   10 см, 
%'   8 см, 2 x точка перетину його діагоналей. Знайдіть 
периметр трикутника C2'.
 ��.° Äоведіть, Ùо сума будь-яких двох сусідніх кутів парале-
лограма дорівнює 180°.

��.° Знайдіть кути паралелограма, якÙо:
1) один із них дорівнює 70°�
1) сума двох його кутів дорівнює 100°�
2) різниця двох його кутів дорівнює 20°�
3) два його кути відносяться як 3 : 7.

��.° Знайдіть кути паралелограма, якÙо один із них:
1) у 2 рази більший за другий�
2) на 24° менший від другого.

��.° У трикутнику $%C відомо, Ùо �$   35°. ·ерез довільну точку, 
яка належить стороні %C, проведено дві прямі, паралельні 
сторонам $% і $C трикутника. Визначте вид чотирикутника, 
Ùо утворився, та знайдіть усі його кути.

��.° Знайдіть кути паралелограма $%C' (рис. 27), 
якÙо �$%'   68°, �$'%   47°.

�8.° У паралелограмі $%C' діагональ $C утво-
рює зі стороною $% кут, який дорівнює 32°, 
�%C'   56°. Знайдіть кути C$' і '.
 ��.° Бісектриси кутів $ і % паралелогра-
ма $%C' перетинаються в точці 0. Визначте 
величину кута 0 трикутника $%0.

��.° Сторони паралелограма дорівнюють 6 см і 10 см. ·и може одна 
з його діагоналей дорівнювати 16 см"

��.x Висота %. паралелограма $%C' ділить його сторону $' на 
відрізки $. і .' такі, Ùо $.   4 см, .'   6 см. Знайдіть кути 
й периметр паралелограма, якÙо �$%.   30°.

��.x Один із кутів паралелограма дорівнює 45°. Висота паралелогра-
ма, проведена з вершини тупого кута, дорівнює 3 см і ділить 

$

% C

'

Рис. ��
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сторону паралелограма навпіл. Знайдіть цю сторону паралело-
грама та кути, які утворює діагональ, Ùо сполучає вершини 
тупих кутів, зі сторонами паралелограма.

��.x У паралелограмі $%C' відомо, Ùо �C   30°, висота %+, про-
ведена до сторони C', дорівнює 7 см, а периметр паралелогра-
ма x 46 см. Знайдіть сторони паралелограма.

��.x Äано паралелограм $%C' і трикутник 0.1. ·и можуть одно-
часно виконуватися рівності �$   �0, �%   �., �C   �1"

��.x Äоведіть, Ùо вершини % і ' паралелограма $%C' рівновідда-
лені від прямої $C.

��.x Äоведіть, Ùо будь-який відрізок, який проходить через точку пе-який проходить через точку пе- проходить через точку пе-
ретину діагоналей паралелограма та кінці якого належать проти-
лежним сторонам паралелограма, ділиться цією точкою навпіл.

��.x Периметр паралелограма $%C' дорівнює 24 см, �$%C   160°, 
діагональ $C утворює зі стороною $' кут 10°. Знайдіть сторони 
паралелограма.

�8.x Äіагональ %' паралелограма $%C' утворює зі стороною $% кут 
65°, �C   50°, $%   8 см. Знайдіть периметр паралелограма.

��.x Знайдіть кути паралелограма $%C', якÙо %' A $% і %'   $%.
��.x Äіагональ паралелограма утворює з його сторонами кути 30° 

і 90°. Знайдіть сторони паралелограма, якÙо його периметр 
дорівнює 36 см.

��.x Поза паралелограмом $%C' проведено пряму, паралельну його 
діагоналі %'. ¶я пряма перетинає прямі $%, %C, C' і $' 
у точках E, 0, ) і . відповідно. Äоведіть, Ùо 0.   E).

��.x Паралельно діагоналі $C паралелограма $%C' проведено пря-
му, яка перетинає відрізки $% і %C у точках 0 і 1, а прямі 
$' і C' у точках 3 і . відповідно. Äоведіть, Ùо 30   1..

��.x Один із кутів, утворених при перетині бісектриси кута па-
ралелограма з його стороною, дорівнює 24°. Знайдіть кути 
паралелограма.

��.x Бісектриса кута $ паралелограма $%C' перетинає сторону %C 
у точці 0. Знайдіть периметр даного паралелограма, якÙо 
$%   12 см, 0C   16 см.

��.x Бісектриса гострого кута паралелограма ділить його сторону 
у відношенні 3 : 5, рахуючи від вершини тупого кута. Знайдіть 
сторони паралелограма, якÙо його периметр дорівнює 66 см.

��.x Бісектриса кута % паралелограма $%C' перетинає сторону C' 
у точці . так, Ùо відрізок C. у 5 разів більший за відрізок .'. 
Знайдіть сторони паралелограма, якÙо його периметр дорівнює 
88 см.
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��.x У паралелограмі $%C' відомо, Ùо $'   12 см, $%   3 см, бісек-
триси кутів % і C перетинають сторону $' у точках E і ) від-
повідно. Знайдіть відрізок E).

�8.x Кут між висотою %+ паралелограма $%C' і бісектрисою %0 
кута $%C дорівнює 24°. Знайдіть кути паралелограма.
 ��.x Äоведіть, Ùо кут між висотами паралелограма, проведе-
ними з вершини тупого кута, дорівнює гострому куту пара-
лелограма.
 ��.x Äоведіть, Ùо кут між висотами паралелограма, проведе-
ними з вершини гострого кута, дорівнює тупому куту пара-
лелограма.

��.x Кут між висотами паралелограма, проведеними з вершини 
тупого кута, дорівнює 30°. Знайдіть периметр паралелограма, 
якÙо його висоти дорівнюють 4 см і 6 см.

��.x Висоти паралелограма, проведені з вершини гострого кута, 
утворюють кут 150°, сторони паралелограма дорівнюють 10 см 
і 18 см. Знайдіть висоти паралелограма.

��.x ·ерез довільну точку основи рівнобедреного трикутника про-
ведено прямі, паралельні його бічним сторонам. Äоведіть, Ùо 
периметр утвореного чотирикутника дорівнює сумі бічних 
сторін даного трикутника.

��.x ·ерез кожну вершину трикутника $%C проведено пряму, пара-
лельну протилежній стороні. Сума периметрів усіх утворених 
паралелограмів дорівнює 100 см. Знайдіть периметр трикут-
ника $%C.

��.x Побудуйте паралелограм:
1) за двома сторонами та кутом між ними�
2) за двома діагоналями та стороною�
3) за стороною, діагоналлю та кутом між ними.

��.x Побудуйте паралелограм:
1) за двома сторонами та діагоналлю�
2) за двома діагоналями та кутом між ними.

��.xx Äано три точки, які не лежать на одній прямій. Побудуйте па-
ралелограм, вершинами якого є дані точки. Скільки розв’язків 
має задача"

�8.xx Точка перетину бісектрис двох сусідніх кутів паралелограма 
належить його стороні. Знайдіть відношення сусідніх сторін 
паралелограма.

��.xx На стороні %C паралелограма $%C' існує така точка 0, Ùо 
%0   0'   C'. Знайдіть кути паралелограма, якÙо $'   %'.
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8�.xx Побудуйте паралелограм:
1) за стороною, проведеною до неї висотою та діагоналлю�
2) за двома діагоналями та висотою�
3) за гострим кутом і двома висотами, проведеними до двох 

сусідніх сторін.
8�.xx Побудуйте паралелограм:

1) за двома сторонами та висотою�
2) за діагоналлю та двома висотами, проведеними до двох 

сусідніх сторін.
8�.
 Із вершини % паралелограма $%C' опустили перпендику-

ляр %E на діагональ $C. ·ерез точку $ проведено пряму m, 
перпендикулярну до прямої $', а через точку C x пряму Q, 
перпендикулярну до прямої C'. Äоведіть, Ùо точка перетину 
прямих m і Q належить прямій %E.

8�.
 Побудуйте паралелограм за стороною, сумою діагоналей та 
кутом між діагоналями.

8�.
 На сторонах $% і %C паралелограма $%C' поза ним побудовано 
рівносторонні трикутники $%0 і %C.. Äоведіть, Ùо трикут-
ник 0.' рівносторонній.

8�.
 ·ерез точку, яка належить куту, проведіть пряму так, Ùоб від-
різок цієї прямої, Ùо міститься всередині кута, даною точкою 
ділився б навпіл.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

8�. Äовжина відрізка $% дорівнює 24 см. Точка C належить пря-
мій $%, причому %C   5$C. На відрізку $% позначено точку ' 
так, Ùо $%   4%'. Знайдіть відрізок C'.

8�. Скільки існує нерівних між собою:
1) прямокутних трикутників зі стороною 5 см і кутом 45°�
2) рівнобедрених трикутників зі стороною 6 см і кутом 30°�
3) прямокутних трикутників зі стороною 7 см і кутом 60°"

88. Äіагоналі $C і %' чотирикутника $%C' є діаметрами кола. 
Äоведіть, Ùо $% __ C'.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

8�. ·и можна квадрат розміром 10 u 10 клітинок розріза-
ти на 25 фігур, Ùо складаються із чотирьох клітинок 
і мають такий вигляд, як зображено на рисунку 28" Рис. �8
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3. Ознаки паралелограма

Означення паралелограма дає змогу серед чотирикутників роз-
пізнавати паралелограми. ¶ій самій меті слугують такі три теореми, 
які називають ознаками паралелограма.

ТеореÌа �.� �обернена до теореÌи �.��. ¿кÙо в чотири�
кутнику кожні дві протилежні сторони рівні� то цей чотири�
кутник x паралелограм.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 29 зображено чотирикутник $%C', 
у якому $%   C' і %C   $'. Äоведемо, Ùо чотирикутник $%C' x 
паралелограм.
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Рис. �� Рис. ��

Проведемо діагональ $C. Трикутники $%C і C'$ рівні за третьою 
ознакою рівності трикутників. Звідси �1   �3 і �2   �4. Кути 1 і 3 
є різносторонніми при прямих %C і $' та січній $C. Отже, %C __ $'. 
Аналогічно з рівності �2   �4 випливає, Ùо $% __ C'.

Отже, у чотирикутнику $%C' кожні дві протилежні сторони 
паралельні, а тому цей чотирикутник x паралелограм. 

ТеореÌа �.�. ¿кÙо в чотирикутнику дві протилежні сто�
рони рівні та паралельні� то цей чотирикутник x паралело�
грам.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 30 зображено чотирикутник $%C', 
у якому %C   $' і %C __ $'. Äоведемо, Ùо чотирикутник $%C' x 
паралелограм.

Проведемо діагональ $C. У трикутниках $%C і C'$ маємо: 
%C   $' за умовою, кути 1 і 2 рівні як різносторонні при пара-
лельних прямих %C і $' та січній $C, а сторона $C x спільна. 
Отже, трикутники $%C і C'$ рівні за першою ознакою рівності 
трикутників. Звідси $%   C'. Таким чином, у чотирикутнику 
$%C' кожні дві протилежні сторони рівні. Тому за теоремою 3.1 
чотирикутник $%C' x паралелограм. 
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ТеореÌа �.� �обернена до теореÌи �.�� .  ¿кÙо в чотири�
кутнику діагоналі точкою перетину діляться навпіл� то цей 
чотирикутник x паралелограм.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 31 зобра-
жено чотирикутник $%C', у якому діа-
гоналі $C і %' перетинаються в точці 2, 
причому $2   2C і %2   2'. Äоведемо, 
Ùо чотирикутник $%C' x паралелограм.

Оскільки кути %2C і '2$ рівні як 
вертикальні, $2   2C і %2   2', то 
трикутники %2C і '2$ рівні за першою 

ознакою рівності трикутників. Звідси %C   $' і �1   �2. Кути 1 і 2 
є різносторонніми при прямих %C і $' та січній $C. Отже, %C __ $'.

Таким чином, у чотирикутнику $%C' дві протилежні сторони 
рівні й паралельні. За теоремою 3.2 чотирикутник $%C' x пара-
лелограм. 

Ви знаєте, Ùо трикутник можна однозначно задати його сторо-можна однозначно задати його сторо-сторо-
нами, тобто задача побудови трикутника за трьома сторонами має 
єдиний розв’язок. Інша річ x паралелограм. На рисунку 32 зо-річ x паралелограм. На рисунку 32 зо-іч x паралелограм. На рисунку 32 зо-
бражено паралелограми $%C', $1%1C1'1, $2%2C2'2, сторони яких 
рівні, тобто AB A B A B  1 1 2 2 і BC B C B C  1 1 2 2. Проте очевидно, Ùо 
самі паралелограми не є рівними. 

Сказане означає, Ùо коли чотири рейки скріпити так, Ùоб утво-
рився паралелограм, то отримана конструкція не буде жорсткою.
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Рис. ��

¶ю властивість паралелограма широко використовують на 
практиці. Завдяки його рухомості лампу можна встановлювати 
в зручне для роботи положення, а розсувну решітку x відсувати 
на потрібну відстань у дверному прорізі (рис. 33).

На рисунку 34 зображено схему механізму, який є складовою 
парової машини. Зі збільшенням швидкості обертання осі кулі 
віддаляються від неї під дією відцентрової сили, тим самим під-
німаючи заслінку, яка регулює кількість пари. Механізм названо 
паралелограÌоÌ ³атта на честь винахідника першої універсальної 
парової машини. 
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Рис. �� Рис. ��

 §адача. Äоведіть, Ùо коли в чотирикутнику кожні два 
протилежні кути рівні, то цей чотирикутник x паралелограм.

¯озвsÞзаннÞ. На рисунку 35 зображено чотирикутник $%C', 
у якому �$   �C, �%   �'. Äоведемо, Ùо чотирикутник $%C' x 
паралелограм.

За теоремою про суму кутів чотирикут-
ника �$ � �% � �C � �'   360°. Урахову-
ючи, Ùо �$   �C, �%   �', отримаємо: 
�$ � �%   �C � �'   180°.

Оскільки кути $ і % x односторонні 
кути при прямих $' і %C та січній $%, 
а їхня сума дорівнює 180°, то %C __ $'.

Аналогічно доводимо, Ùо $% __ C'.
Отже, чотирикутник $%C' x паралелограм. ~

1. Які ознаки паралелограма ви знаєте? Сформулюйте їх.
2. Серед властивостей та ознак паралелограма вкажіть взаємно 

обернені теореми.
3. Яку властивість паралелограма широко використовують на прак-

тиці?

ВПРАВИ

 ��.° Äоведіть, Ùо коли сума кутів, прилеглих до будь-якої із 
сусідніх сторін чотирикутника, дорівнює 180°, то цей чотири-
кутник x паралелограм.
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��.° ·отирикутники $%C' і $0.' x паралелограми (рис. 36). 
Äоведіть, Ùо чотирикутник %0.C x паралелограм.

��.° Відрізок $2 x медіана трикутника $%', відрізок %2 x ме-
діана трикутника $%C (рис. 37). Äоведіть, Ùо чотирикут-
ник $%C' x паралелограм.

��.° На діагоналі $C паралелограма $%C' позначили точки 0 
і . так, Ùо $0   C.. Äоведіть, Ùо чотирикутник 0%.' x 
паралелограм.

��.° Äва кола мають спільний центр 2 
(рис. 38). В одному з кіл проведено 
діаметр $%, у другому x діаметр C'. 
Äоведіть, Ùо чотирикутник $C%' x 
паралелограм.

��.° Точки E і ) x відповідно середини 
сторін %C і $' паралелограма $%C'. 
Äоведіть, Ùо чотирикутник $EC) x 
паралелограм.

��.° На сторонах $% і C' паралелогра-
ма $%C' відкладено рівні відріз-
ки $0 і C.. Äоведіть, Ùо чотири-
кутник 0%.' x паралелограм.

��.° На сторонах паралелограма $%C' (рис. 39) відклали рів-
ні відрізки $0, %., CE і '). Äоведіть, Ùо чотирикутник 
0.E) x паралелограм.

 �8.x У трикутнику $%C на продовженні медіани $0 за точку 0 
відклали відрізок 0., який дорівнює відрізку $0. Визначте 
вид чотирикутника $%.C.

��.x У чотирикутнику $%C' відомо, Ùо $% __ C', �$   �C. Äо-
ведіть, Ùо чотирикутник $%C' x паралелограм.

���.x Бісектриса кута $ паралелограма $%C' перетинає сторону %C 
у точці 0, а бісектриса кута C x сторону $' у точці .. Äо-
ведіть, Ùо чотирикутник $0C. x паралелограм.

���.x На рисунку 40 чотирикутник $%C' x паралелограм, �%C3  
  �'$E. Äоведіть, Ùо чотирикутник $3CE x паралелограм.
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Рис. �8
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���.x На рисунку 41 чотирикутник $%C' x паралелограм, �%EC  
  �')$. Äоведіть, Ùо чотирикутник $EC) x паралелограм.

���.x Із вершин % і ' паралелограма $%C' проведено перпенди-
куляри %0 і '. до діагоналі $C. Äоведіть, Ùо чотирикут-
ник %.'0 x паралелограм.

���.x Бісектриси кутів $ і C паралелогра-
ма $%C' перетинають його діаго-
наль %' у точках E і ) відповідно. 
Äоведіть, Ùо чотирикутник $EC) x 
паралелограм.

���.xx ·ерез середину 2 діагоналі 13 пара-
лелограма 01.3 проведено пряму, 
яка перетинає сторони 01 і .3 
у точках $ і % відповідно. Äоведіть, 
Ùо чотирикутник $1%3 x паралелограм.

���.xx ·ерез точку перетину діагоналей паралелограма C'E) про-
ведено дві прямі, одна з яких перетинає сторони C' і E) 
у точках $ і % відповідно, а друга x сторони 'E і C) у точ-
ках 0 і . відповідно. Äоведіть, Ùо чотирикутник $0%. x 
паралелограм.

���.xx Точки 0, 1, . і 3 x середини сторін $%, %C, C' і $' па-
ралелограма $%C' відповідно. Äоведіть, Ùо чотирикутник, 
вершинами якого є точки перетину прямих $1, %., C3 
і '0, x паралелограм.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

��8. Прямі, на яких лежать бісектриси $. і %0 трикутника $%C, 
перетинаються під кутом 74°. Знайдіть кут C.

���. Кут, протилежний основі рівнобедреного трикутника, до-
рівнює 120°, а висота, проведена до бічної сторони, дорівнює 
8 см. Знайдіть основу трикутника.
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 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Учитель запропонував учневі вирізати з листа картону роз-
міром 8 u 8 клітинок вісім квадратів розміром 2 u 2 клітинки 
за умови не псувати клітинки, Ùо залишилися. Потім вияви-
лося, Ùо потрібен Ùе один такий самий квадрат. ·и завжди 
можна це зробити із залишків листа"

  НЕОБХІДНО І ДОСТАТНЬО

Із курсу геометрії 7 класу ви дізналися, Ùо більшість теорем 
складається з двох частин: умови (те, Ùо дано) і висновку (те, Ùо 
треба довести).

ЯкÙо твердження, Ùо виражає умову, позначити буквою $, 
а твердження, Ùо виражає висновок, x буквою %, то формулювання 
теореми можна зобразити такою схемою:

якÙо $� то %.
Наприклад, теорему 2.3 можна сформулювати так:

$ %

якÙо чотирикутник 
є паралелограмом,

то діагоналі чотирикутника 
точкою перетину 
діляться навпіл

Тоді теорему 3.3, обернену до теореми 2.3, можна сформулю-
вати так:

$ %

якÙо діагоналі чотирикутника 
точкою перетину 
діляться навпіл,

то чотирикутник 
є паралелограмом

·асто в повсякденному житті у своїх висловлюваннях ми ко-
ристуємося словами «необхідно», «достатньо». Наведемо кілька 
прикладів.

 x Äля того Ùоб уміти розв’язувати задачі, неоÀÔ�Ãно знати 
теореми.

 x ЯкÙо ви на математичній олімпіаді правильно розв’язали 
всі запропоновані задачі, то цього Ãостатньо для того, Ùоби 
посісти перше місце.
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Уживання слів «необхідно» і «достатньо» тісно пов’язане з тео-
ремами.

Розглянемо теорему:

$ %

якÙо натуральне число кратне 10, то це число кратне 5

Умова $ є достатньою для висновку %. Разом з тим подільність 
числа націло на 5 (твердження %) необхідна для подільності числа 
націло на 10 (твердження $).

Наведемо Ùе один приклад:

$ %

якÙо два кути є вертикальними, то ці кути рівні

У цій теоремі твердження $ є достатньоÞ уÌовоÞ для твер-
дження %, тобто для того, Ùоб два кути були рівними, Ãостатньо, 
Ùоб вони були вертикальними. У цій самій теоремі твердження % 
є необхідноÞ уÌовоÞ для твердження $, тобто для того, Ùоб два 
кути були вертикальними, неоÀÔ�Ãно, Ùоб вони були рівними. 
Зазначимо, Ùо твердження % не є достатньою умовою для твер-
дження $. Справді, якÙо два кути рівні, то це зовсім не означає, 
Ùо вони вертикальні.

Отже, у будь-якій теоремі виду якÙо $� то % твердження $ 
є достатнім для твердження %, а твердження % x необхідним для 
твердження $.

ЯкÙо справедлива не тільки теорема
якÙо $� то %�

але й обернена теорема
якÙо %� то $�

то $ є необхідноÞ і достатньоÞ умовою для %, а % x необхідною 
і достатньою умовою для $.

Наприклад, теореми 3.3 і 2.3 є взаємно оберненими. Мовою 
«необхідно x достатньо» цей факт можна сформулювати так:

для того ÙоÁ чотирикутник Áув паралелограмом� неоÁÕід� 
но і достатньо� ÙоÁ його діагоналі точкою перетину ділилися 
навпіл.

Наголосимо, Ùо коли в теоремі є слова «необхідно» і «достат-
ньо», то вона об’єднує дві теореми: пряму й обернену (прямою 
теоремою може бути будь-яка з двох теорем, тоді друга буде оберне-
ною). Отже, доведення такої теореми має складатися з двох частин: 
доведень прямої та оберненої теорем. Теорему, яка об’єднує пряму 
та обернену теореми, називають критері�Ì.
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Іноді замість «необхідно і достатньо» говорять «тоді й тіль-
ки тоді». Наприклад, взаємно обернені теореми 2.1 і 3.1 можна 
об’єднати в такий критерій:

чотирикутник є паралелограмом тоді й тільки тоді� коли 
кожні дві його протилежні сторони рівні.

Сформулюйте самостійно теорему 2.2 та ключову задачу з пунк-
ту 3 у вигляді теореми-критерію.

4. Прямокутник

Паралелограм x це чотирикутник, проте очевидно, Ùо не 
кожний чотирикутник є паралелограмом. У цьому разі говорять, 
Ùо паралелограм x це окремий вид чотирикутників. Рисунок 42 
ілюструє цей факт.

Існують також окремі види паралелограмів.

Означення. ПряÌокутникоÌ називаÞть паралелограÌ� 
у якого всі кути пряÌі.

На рисунку 43 зображено прямокутник $%C'.
З означення випливає, Ùо прямокутник має всі властивості 

паралелограма. ² ÎрÞËокутнику:
 x ÎротилеÅн� сторони р�вн��
 x Ã�аÂонал� точкоÝ Îеретину Ã�лÞтьсÞ навÎ�л.

Проте прямокутник має свої особливі властивості, яких не 
має паралелограм, відмінний від прямокутника. Так, з означення 
випливає, Ùо всі кути прямокутника рівні. ¹е одну властивість 
прямокутника встановлює така теорема.

ТеореÌа �.�. ¤іагоналі прямокутника рівні.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 44 зображено прямокутник $%C'. 
Äоведемо, Ùо його діагоналі $C і %' рівні.

У прямокутних трикутниках $%' і 'C$ катети $% і 'C рівні, 
а катет $' спільний. Тому трикутники $%' і 'C$ рівні за двома 
катетами. Звідси %'   $C. 

·отирикутники

Паралело-
грами

$

% C

' $

% C

'

Рис. �� Рис. �� Рис. ��
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Означення прямокутника дає змогу серед паралелограмів роз-
пізнавати прямокутники. ¶ій самій меті слугують такі дві теореми, 
які називають ознаками прямокутника.

ТеореÌа �.�. ¿кÙо один із кутів паралелограма прямий� 
то цей паралелограм x прямокутник.

Äоведіть цю теорему самостійно.

ТеореÌа �.�. ¿кÙо діагоналі паралелограма рівні� то цей 
паралелограм x прямокутник.

ДовеÃеннÞ . ~ На рисунку 45 зображено пара-
лелограм $%C', діагоналі $C і %' якого рівні. Äо-
ведемо, Ùо паралелограм $%C' x прямокутник.

Розглянемо трикутники $%' і 'C$. У них 
$%   C', %'   $C, $' x спільна сторона. Отже, 
ці трикутники рівні за третьою ознакою рівності 
трикутників. Звідси �%$'   �C'$. ¶і кути є од-
носторонніми при паралельних прямих $% і 'C 
та січній $'. Таким чином, �%$' � �C'$   180°. 
Тоді �%$'   �C'$   90°. Тому за теоремою 4.2 
паралелограм $%C' x прямокутник. 

1. Яку фігуру називають прямокутником?
2. Які властивості має прямокутник?
3. Яку особливу властивість мають діагоналі прямокутника?
4. За якими ознаками можна встановити, що паралелограм є пря-

мокутником?

 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

���.° Накресліть прямокутник. Користуючись лише лінійкою, знай-
діть точку, яка рівновіддалена від його вершин.

ВПРАВИ

 ���.° Äоведіть, Ùо чотирикутник, усі кути якого прямі, 
є прямокутником.

$

% C

'

Рис. ��

?
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���.° Äіагоналі прямокутника $%C' (рис. 46) 
перетинаються в точці 2. Äоведіть, Ùо 
трикутники $2% і $2' рівнобедрені.

���.° Äіагоналі прямокутника $%C' (рис. 46) 
перетинаються в точці 2, �$%'   64°. 
Знайдіть кути C2' і $2'.

���.° Äіагоналі прямокутника $%C' (рис. 46) перетинаються в точ-
ці 2, �$'%   30°, %'   10 см. Знайдіть периметр трикутни-
ка $2%.

���.° Кут між діагоналями прямокутника дорівнює 60°, а менша 
сторона прямокутника дорівнює 8 см. Знайдіть діагональ 
прямокутника.

���.x На діагоналі $C прямокутника $%C' відкладено рівні відріз-
ки $0 і C. (точка 0 лежить між точками $ і .). Äоведіть, 
Ùо чотирикутник %.'0 x паралелограм, відмінний від 
прямокутника.

��8.x На продовженні діагоналі %' прямокутника $%C' за точку % 
позначили точку E, а на продовженні за точку ' x точ-
ку ) так, Ùо %E   '). Äоведіть, Ùо чотирикутник $EC) x 
паралелограм, відмінний від прямокутника.

���.x Точка 0 x середина сторони %C прямокутника $%C', 
0$ A 0', периметр прямокутника дорівнює 36 см. Знайдіть 
сторони прямокутника.

���.x Периметр прямокутника $%C' дорівнює 30 см. Бісектриси 
кутів $ і ' перетинаються в точці 0, яка належить сторо-
ні %C. Знайдіть сторони прямокутника.

���.x Гіпотенуза рівнобедреного прямокутного трикутника дорів-
нює 55 см. Прямокутник $%C' побудовано так, Ùо дві його 
вершини $ і ' належать гіпотенузі, а дві інші x катетам 
даного трикутника. Знайдіть сторони прямокутника, якÙо 
$% : %C   3 : 5.

���.x У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°, $C   %C   6 см. 
Прямокутник C0.1 побудовано так, Ùо точка 0 належить 
катету $C, точка 1 x катету %C, а точка . x гіпотенузі $%. 
Знайдіть периметр прямокутника C0.1.

���.x Äоведіть, Ùо коли діагоналі паралелограма утворюють рівні 
кути з однією з його сторін, то цей паралелограм є прямо-
кутником.

 ���.x Äоведіть, Ùо медіана прямокутного трикутника, про-
ведена до гіпотенузи, дорівнює її половині.

$

%
2

C

'

Рис. �6
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���.x Побудуйте прямокутник:
1) за двома сторонами�
2) за діагоналлю та кутом між діагоналлю та стороною.

���.x Побудуйте прямокутник:
1) за стороною та діагоналлю�
2) за діагоналлю та кутом між діагоналями.

���.xx Серединний перпендикуляр діагоналі $C прямокутника $%C' 
перетинає сторону %C у точці 0 так, Ùо %0 : 0C   1 : 2. 
Знайдіть кути, на які діагональ прямокутника ділить його 
кут.

��8.xx У прямокутнику $%C' відомо, Ùо �%C$ : �'C$   1 : 5, 
$C   18 см. Знайдіть відстань від точки C до діагоналі %'.

���.xx Äоведіть, Ùо бісектриси кутів паралелограма, у якого сусідні 
сторони не рівні, перетинаючись, утворюють прямокутник.

���.xx Побудуйте прямокутник за стороною та кутом між діагона-та кутом між діагона- кутом між діагона-
лями, який протилежний даній стороні.

���.
 Побудуйте прямокутник:
1) за діагоналлю та різницею двох сторін�
2) за периметром і діагоналлю�
3) за периметром і кутом між діагоналями.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   48°, відрізки $. і %0 x 
його висоти. Знайдіть кут між прямими $. і %0.

���. На стороні $C трикутника $%C позначено точку ' так, Ùо 
�$   �C%'. Знайдіть кут $%C, якÙо трикутники $%' і %C' 
мають Ùе одну пару рівних кутів.

���. Відрізок $' x бісектриса трикутника $%C. ·ерез точку C 
проведено пряму, яка паралельна прямій $' і перетинає 
пряму $% у точці E. Визначте вид трикутника $CE.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. На плоÙині позначено 1000 точок. Äоведіть, Ùо існує пряма, 
відносно якої у кожній півплоÙині лежать по 500 точок.
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5.  Ромб

Ви вже знаєте, Ùо прямокутник x це окремий вид паралело-
грама. Ознайомимося Ùе з одним видом паралелограма x ромбом.

Означення. РоÌбоÌ називаÞть пара�
лелограÌ� у якого всі сторони рівні.

На рисунку 47 зображено ромб $%C'.
З означення випливає, Ùо ромб має всі 

властивості паралелограма. ² роËÀ�:
 x ÎротилеÅн� кути р�вн��
 x Ã�аÂонал� точкоÝ Îеретину Ã�лÞтьсÞ 

навÎ�л.
Проте ромб має і свої особливі властивості.

ТеореÌа �.�. ¤іагоналі ромÁа перпендикулярні та є Áісек�
трисами його кутів.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 48 зображено ромб $%C', діа-
гоналі якого перетинаються в точці 2. Äоведемо, Ùо %' A $C 
і �$%2   �C%2.

Оскільки за означенням ромба всі його 
сторони рівні, то трикутник $%C рівнобед-
рений ($%   %C). За властивістю діагоналей 
паралелограма $2   2C. Тоді відрізок %2 
є медіаною трикутника $%C, а отже, і висо-
тою та бісектрисою цього трикутника. Таким 
чином, %' A $C і �$%2   �C%2. 

Розпізнавати ромби серед паралелограмів 
дають змогу не лише означення ромба, а й такі 
дві теореми, які називають ознаками ромба.

ТеореÌа �.�. ¿кÙо діагоналі паралелограма перпендикуляр�
ні� то цей паралелограм x ромÁ.

ТеореÌа �.�. ¿кÙо діагональ паралелограма є Áісектрисою 
його кута� то цей паралелограм x ромÁ.

Äоведіть ці теореми самостійно.

1. Яку фігуру називають ромбом?
2. Які властивості має ромб?
3. Які особливі властивості мають діагоналі ромба?
4. За якими ознаками можна встановити, що паралелограм 

є ромбом?

$

% C

'

2

Рис. �8

?
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'

Рис. ��
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 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

���.° Накресліть ромб зі стороною 5 см і кутом 40°. Проведіть дві 
висоти з вершини його гострого кута та дві висоти з вершини 
тупого кута.

ВПРАВИ

 ���.° Äоведіть, Ùо коли дві сусідні сторони паралелограма 
рівні, то він є ромбом.

 ��8.° Äоведіть, Ùо чотирикутник, усі сторони якого рівні, 
є ромбом.

���.° Äіагональ $C ромба $%C' (рис. 49) утворює зі 
стороною $' кут 42°. Знайдіть усі кути ромба.

���.° У ромбі $%C' відомо, Ùо �C   140°, а діагоналі 
перетинаються в точці 2. Знайдіть кути трикут-
ника $2%.

���.° Одна з діагоналей ромба дорівнює його стороні. 
Знайдіть кути ромба.

���.° Знайдіть кути ромба, якÙо його периметр до-
рівнює 24 см, а висота x 3 см.

���.° Знайдіть периметр ромба $%C', якÙо �$   60°, 
%'   9 см.

���.° Кут ' ромба $%C' у 8 разів більший за кут C$'. Знайдіть 
кут %$'.

���.° Кути, які сторона ромба утворює з його діагоналями, відно-
сяться як 2 : 7. Знайдіть кути ромба.

���.° Точки 0 і . x відповідно середини сторін $% і %C ром-
ба $%C'. Äоведіть, Ùо 0'   .'.

���.° Точки E і ) x відповідно середини сторін %C і C' ром-
ба $%C'. Äоведіть, Ùо �E$C   �)$C.

��8.° Äоведіть, Ùо висоти ромба рівні.
���.x Висота ромба, проведена з вершини його тупого кута, ділить 

сторону ромба навпіл. Менша діагональ ромба дорівнює 4 см. 
Знайдіть кути та периметр ромба.

���.x Äоведіть, Ùо діагональ ромба ділить навпіл кут між висотами 
ромба, проведеними з тієї самої його вершини, Ùо й діагональ.

���.x На сторонах $% і $' ромба $%C' відкладено рівні відрізки $E 
і $) відповідно. Äоведіть, Ùо �CE)   �C)E.

$

%

C

'

Рис. ��
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���.x Відрізок $0 x бісектриса трикутника $%C. ·ерез точку 0 
проведено пряму, яка паралельна стороні $C і перетинає 
сторону $% у точці ., та пряму, яка паралельна стороні $% 
і перетинає сторону $C у точці '. Äоведіть, Ùо $0 A '..

���.x Бісектриси кутів $ і % паралелограма $%C' перетинають 
його сторони %C і $' у точках ) і E відповідно. Визначте 
вид чотирикутника $%)E.

���.x У трикутнику $%C проведено серединний перпендикуляр його 
бісектриси %', який перетинає сторони $% і %C у точках . 
і 3 відповідно. Визначте вид чотирикутника %.'3.

���.x Побудуйте ромб:
1) за стороною та кутом�
2) за двома діагоналями�
3) за висотою та кутом.

���.x Побудуйте ромб:
1) за стороною та діагоналлю�
2) за висотою та діагоналлю.

���.xx У прямокутнику $%C' відомо, Ùо $'   9 см, �%'$   30°. 
На сторонах %C і $' позначено відповідно точки 0 і . так, 
Ùо утворився ромб $0C.. Знайдіть сторону цього ромба.

��8.xx Побудуйте ромб за діагоналлю та кутом, вершина якого на-
лежить цій діагоналі.

���.xx Побудуйте ромб за діагоналлю та протилежним їй кутом 
ромба.

���.
 Побудуйте ромб:
1) за сумою діагоналей і кутом між діагоналлю та стороною�
2) за гострим кутом і різницею діагоналей�
3) за гострим кутом і сумою сторони та висоти�
4) за стороною та сумою діагоналей�
5) за тупим кутом і сумою діагоналей�
6) за стороною та різницею діагоналей.

���.
 Äано точки 0, 1 і .. Побудуйте ромб $%C' так, Ùоб точ-
ка 0 була серединою сторони $%, а точки 1 і . x основами 
висот, проведених з вершини % до сторони $' і з вершини ' 
до сторони %C відповідно.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. На сторонах кута з вершиною в точці $ відкладено рівні від-
різки $% і $C. ·ерез точки % і C проведено прямі, які пер-
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пендикулярні до сторін $% і $C відповідно та перетинаються 
в точці '. Äоведіть, Ùо промінь $' є бісектрисою кута %$C.

���. На продовженні сторони $C трикутника $%C за точку $ позна-
чили точку ' таку, Ùо $'   $%, а на продовженні цієї сторони за 
точку C x точку E таку, Ùо CE   %C. Знайдіть кути та периметр 
трикутника $%C, якÙо 'E   18 см, �%'$   15°, �%EC   36°.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. На аркуші паперу в клітинку вибрали довільно 100 клітинок. 
Äоведіть, Ùо серед них можна знайти не менше ніж 25 клітинок, 
які не мають спільних точок.

6.  Квадрат

Означення. ªвадратоÌ називаÞть пряÌокутник� у якого 
всі сторони рівні.

На рисунку 50 зображено квадрат $%C'.
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З наведеного означення випливає, Ùо квадрат x це ромб, у яко- яко-яко-
го всі кути рівні. Отже, квадрат є окремим видом і прямокутника, 
і ромба. ¶е ілюструє рисунок 51. Тому квадрат має всі властивості 
прямокутника та ромба. Звідси випливає, Ùо:

 x ус� кути кваÃрата ÎрÞË��
 x Ã�аÂонал� кваÃрата р�вн�� ÎерÎенÃикулÞрн� та є À�сектрисаËи 

йоÂо кут�в.

1. Яку фігуру називають квадратом?
2. Який ромб є квадратом?
3. Які властивості має квадрат?

?
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ВПРАВИ

 ���.° Äоведіть, Ùо коли один із кутів ромба прямий, то цей 
ромб є квадратом.

 ���.° Äоведіть, Ùо коли дві сусідні сторони прямокутника 
рівні, то цей прямокутник є квадратом.

���.° Äіагональ %' квадрата $%C' дорівнює 5 см. Яка довжи-
на діагоналі $C" ·ому дорівнюють кути трикутника $2%, 
де 2 x точка перетину діагоналей квадрата"

��8.° На стороні %C квадрата $%C' (рис. 52) позна-
чили точку . так, Ùо �$.%   74°. Знайдіть 
кут C$..

���.° На стороні %C квадрата $%C' позначили точ-
ку . так, Ùо $.   2%.. Знайдіть кут .$'.

���.° ·и є правильним твердження:
 1) будь-який квадрат є паралелограмом�
 2) будь-який ромб є квадратом�
 3) будь-який прямокутник є квадратом�
 4) будь-який квадрат є прямокутником�
 5) будь-який квадрат є ромбом�
 6) якÙо діагоналі чотирикутника рівні, то він є прямокутником�
 7) якÙо діагоналі чотирикутника перпендикулярні, то він 

є ромбом�
 8) існує ромб, який є прямокутником�
 9) існує квадрат, який не є ромбом�
10) якÙо діагоналі чотирикутника не перпендикулярні, то 

він не є ромбом�
11) якÙо діагоналі паралелограма не рівні, то він не є пря-

мокутником�
12) якÙо діагональ прямокутника ділить його кут навпіл, то 

цей прямокутник є квадратом"
���.x ·ерез вершини квадрата проведено прямі, паралельні його 

діагоналям. Äоведіть, Ùо точки перетину цих прямих є вер-
шинами квадрата.

���.x У прямокутному трикутнику через точку перетину бісектриси 
прямого кута та гіпотенузи проведено прямі, паралельні кате-
там. Äоведіть, Ùо чотирикутник, який утворився, є квадратом.

���.x Точки 0, ., 1, 3 є відповідно серединами сторін $%, %C, C' 
і $' квадрата $%C'. Äоведіть, Ùо чотирикутник 0.13 x 
квадрат.

$

% C

'

.

Рис. ��
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���.x У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°, $C   %C   14 см. Äві 
сторони квадрата C'E) лежать на катетах трикутника $%C, 
а вершина E належить гіпотенузі $%. Знайдіть периметр 
квадрата C'E).

���.x У квадраті $%C' позначено точку 0 так, Ùо трикутник $0% 
рівносторонній. Äоведіть, Ùо трикутник C0' рівнобедрений.

���.x Äоведіть, Ùо коли діагоналі паралелограма рівні та перпен-
дикулярні, то цей паралелограм є квадратом.

���.x ·отирикутники $%C', 'E)0, 01./, /326, 6479 x ква-
драти (рис. 53). Знайдіть суму довжин тих сторін квадратів, 
які не лежать на прямій $9, якÙо довжина відрізка $9 до-
рівнює 16 см.
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��8.x Побудуйте квадрат за його стороною.
���.xx Äоведіть, Ùо точки перетину бісектрис кутів прямокутника, 

який не є квадратом, є вершинами квадрата.
�8�.xx Вершини 0 і . рівностороннього трикутника $0. належать 

сторонам %C і C' квадрата $%C'. Äоведіть, Ùо 0. __ %'.
�8�.xx Äано точки 0 і .. Побудуйте квадрат $%C' так, Ùоб точка 0 

була серединою сторони $%, а точка . x серединою сторони %C.
�8�.
 ·ерез довільну точку, яка належить квадрату, проведено дві 

перпендикулярні прямі, кожна з яких перетинає дві проти-
лежні сторони квадрата. Äоведіть, Ùо відрізки цих прямих, 
які належать квадрату, рівні.

�8�.
 Побудуйте квадрат:
1) за сумою діагоналі та сторони�
2) за різницею діагоналі та сторони.

�8�.
 У квадраті $%C' позначено точку 2 так, Ùо �2$'   �2'$   15°. 
Äоведіть, Ùо трикутник %2C рівносторонній.
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�8�.
 На сторонах %C і C' квадрата $%C' позначено точки 0 і E так, 
Ùо кути %$0 і 0$E рівні. Äоведіть, Ùо $E   %0 � 'E.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

�8�. На рисунку 54 $% __ C', $%   $E, C'   CE. Äоведіть, Ùо %E A 'E.
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Рис. �� Рис. ��

�8�. На рисунку 55 E) __ $', %)   .), C)   '). Äоведіть, Ùо E) __ %C.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

�88. Розташуйте на плоÙині вісім точок так, Ùоб на серединному 
перпендикулярі будь-якого відрізка з кінцями в цих точках 
лежало рівно дві із цих точок.

7. Середня лінія трикутника

Означення. ±ередньоÞ ліні�Þ трикутника називаÞть 
відрізок� якиÉ сполуча� середини двох Éого сторін.

На рисунку 56 відрізки 01, 1E, E0 x середні лінії трикут-
ника $%C.

ТеореÌа �.�. ±ередня лінія трикутника� яка сполучає сере�
дини двоÕ його сторін� паралельна третій стороні та дорівнює 
�� половині.

ДовеÃеннÞ.  Нехай 01 x середня лінія трикутника $%C 

(рис. 57). Äоведемо, Ùо 01 __ $C і MN AC 1
2

.

На прямій 01 позначимо точку E так, Ùо 01   1E (рис. 57). 
Сполучимо відрізком точки E і C. Оскільки точка 1 є серединою 
відрізка %C, то %1   1C. Кути 1 і 2 рівні як вертикальні. Отже,
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трикутники 0%1 і EC1 рівні за першою ознакою рівності три-
кутників. Звідси 0%   EC і �3   �4. Ураховуючи, Ùо $0   %0, 
отримаємо: EC   $0. Кути 3 і 4 є різносторонніми при прямих $% 
і EC та січній %C. Тоді $% __ EC.

Таким чином, у чотирикутнику $0EC сторони $0 і EC пара-
лельні та рівні. Отже, за теоремою 3.2 чотирикутник $0EC є па-
ралелограмом. Звідси 0E __ $C, тобто 01 __ $C. 

Також 0E   $C. Оскільки MN ME 1
2

, то MN AC 1
2

. 

 §адача. Äоведіть, Ùо середини сторін чотирикутника 
є вершинами паралелограма.

¯озвsÞзаннÞ. У чотирикутнику $%C' точ-
ки 0, 1, . і 3 x середини сторін $%, %C, C' 
і $' відповідно (рис. 58).

Відрізок 01 x середня лінія трикутни-
ка $%C. За властивістю середньої лінії трикут-

ника 01 __ $C і MN AC 1
2

.

Відрізок 3. x середня лінія трикутни-
ка $'C. За властивістю середньої лінії трикут-

ника 3. __ $C, PK AC 1
2

.

Оскільки 01 __ $C і 3. __ $C, то 01 __ 3..

З рівностей MN AC 1
2

 і PK AC 1
2

 отримуємо: 01   3.   1
2

AC.

Отже, у чотирикутнику 01.3 сторони 01 і 3. рівні та пара-
лельні, тому чотирикутник 01.3 x паралелограм. ~

1. Що називають середньою лінією трикутника?
2. Скільки середніх ліній можна провести в трикутнику?
3. Які властивості має середня лінія трикутника?

$
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'

Рис. �8

?
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ВПРАВИ

�8�.° ·и є відрізок 0. середньою лінією трикутника $%C (рис. 59)"
���.° ·и є відрізок E) середньою лінією трикутника 0.3 (рис. 60)"

Рис. �� Рис. 6� Рис. 61

���.° Відрізки 'E і ') x середні лінії трикутника $%C (рис. 61). 
·и є відрізок E) середньою лінією цього трикутника"

���.° Сторони трикутника дорівнюють 6 см, 8 см і 12 см. Знайдіть 
середні лінії цього трикутника.

���.° Точки 0 і . x середини сторін $% і $C трикутника $%C від-
повідно. Знайдіть периметр трикутника $%C, якÙо периметр 
трикутника 0$. дорівнює 17 см.

���.° Äоведіть, Ùо периметр трикутника, сторони якого є серед-
німи лініями трикутника $%C, дорівнює половині периметра 
трикутника $%C.

���.° Визначте вид трикутника, у якому середні лінії рівні між 
собою.

���.° Äоведіть, Ùо середні лінії трикутника розбивають його на 
чотири рівних трикутники.

���.° Точки E і ) x відповідно середини сторін $% і %C трикутни-
ка $%C. Знайдіть сторону $C, якÙо вона на 7 см більша за 
відрізок E).

��8.° Äоведіть, Ùо середня лінія 'E трикутника $%C (точки ' 
і E належать сторонам $% і %C відповідно) та його медіана %0 
точкою перетину діляться навпіл.

���.° Äоведіть, Ùо висота $0 трикутника $%C перпендикулярна 
до його середньої лінії, яка сполучає середини сторін $% і $C.

���.x Знайдіть кути трикутника, дві середні лінії якого рівні та 
перпендикулярні.

���.x Середня лінія рівнобедреного трикутника, паралельна основі, 
дорівнює 6 см. Знайдіть сторони даного трикутника, якÙо 
його периметр дорівнює 46 см.
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���.x Сума діагоналей чотирикутника дорівнює 28 см. Знайдіть 
периметр чотирикутника, вершини якого є серединами сторін 
даного чотирикутника.

���.x Вершинами чотирикутника є середини сторін ромба з діаго-
налями 8 см і 14 см. Визначте вид чотирикутника та знайдіть 
його сторони.

���.x Вершинами чотирикутника є середини сторін прямокутника 
з діагоналлю 12 см. Визначте вид чотирикутника та знайдіть 
його сторони.

���.x Äоведіть, Ùо вершини трикутника рівновіддалені від прямої, 
на якій лежить його середня лінія.

���.xx На сторонах $% і %C трикутника позначено відповідно точ-
ки 0 і . так, Ùо $0   3%0, C.   3%.. Äоведіть, Ùо 0. __ $C, 
і знайдіть відрізок 0., якÙо $C   16 см.

���.xx Кути %$' і %CE x зовнішні кути трикутника $%C. Із вер-
шини % проведено перпендикуляри %0 і %. до бісектрис 
кутів %$' і %CE відповідно. Знайдіть відрізок 0., якÙо 
периметр трикутника $%C дорівнює 18 см.

��8.xx Побудуйте трикутник за серединами трьох його сторін.
���.xx Побудуйте паралелограм за серединами трьох його сторін.
���.
 Äіагоналі опуклого чотирикутника $%C' перпендикулярні. 

·ерез середини сторін $% і $' проведено прямі, перпенди-
кулярні відповідно до сторін 'C і %C. Äоведіть, Ùо точка 
перетину проведених прямих належить прямій $C.

���.
 Сторони $% і C' опуклого чотирикутника $%C' рівні. ·ерез 
середини діагоналей $C і %' проведено пряму, яка перетинає 
сторони $% і C' у точках 0 і 1 відповідно. Äоведіть, Ùо 
�%01   �C10.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Äо кола із центром 2 через точку C проведено дотичні C$ 
і C% ($ і % x точки дотику). Відрізок $' x діаметр кола. 
Äоведіть, Ùо %' __ C2.

���. У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   %C, �%   32°, $. x бі-
сектриса трикутника. ·ерез точку . проведено пряму, яка 
паралельна стороні $% і перетинає сторону $C у точці 0. 
Знайдіть кут $.0.

���. Äіагональ %' паралелограма $%C' є його висотою та дорів-та дорів- дорів-
нює стороні %C. Знайдіть сторону C' паралелограма, якÙо 
точка % віддалена від прямої C' на 4 см.
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 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. П’ять точок належать рівносторонньому трикутнику, сторона 
якого дорівнює 1 см. Äоведіть, Ùо із цих точок можна вибрати 
дві, відстань між якими не більша за 0,5 см.

8. Трапеція

Означення. ТрапеÖі�Þ називаÞть чотирикутник� у якого 
дві сторони паралельні� а дві інші не паралельні.

Кожний із чотирикутників, зображених на рисунку 62, є тра-
пецією.
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Паралельні сторони трапеції називають основаÌи, а непаралель-
ні x бічниÌи сторонаÌи (рис. 63).

У трапеції $%C' (%C __ $') кути $ і ' називають кутаÌи при 
основі $', а кути % і C x кутами при основі %C.

Означення. ВисотоÞ трапеÖі ї  називаÞть перпендикуляр� 
опуÙениÉ з будь�якої точки пряÌої� яка Ìістить одну з основ� на 
пряÌу� Ùо Ìістить другу основу.

На рисунку 64 кожний із відрізків %0, E), '., 34 є висотою 
трапеції $%C'. Äовжини цих відрізків дорівнюють відстані між 
паралельними прямими %C і $'. Тому %0   E)   '.   34.

На рисунку 65 зображено трапецію $%C', у якої бічні сторо-
ни $% і C' рівні. Таку трапецію називають рівнобічноÞ або рівно�
бедреноÞ.
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ЯкÙо бічна сторона трапеції є її висотою, 
то таку трапецію називають пряÌокутноÞ 
(рис. 66).

Трапеція x це окремий вид чотирикутника. 
Зв’язок між чотирикутниками та їхніми окре-
мими видами показано на рисунку 67.
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Означення. ±ередньоÞ ліні�Þ трапеÖі ї  називаÞть від�
різок� якиÉ сполуча� середини її бічних сторін.

На рисунку 68 відрізок 01 x середня лінія трапеції $%C'.

ТеореÌа 8.�. ±ередня лінія трапеці� паралельна основам 
і дорівнює половині �Õньо� суми.

ДовеÃеннÞ.  Нехай 01 x середня лінія трапеції $%C' 

(рис. 69). Äоведемо, Ùо 01 __ $' і MN AD BC� �1
2

( ).

Проведемо пряму %1 і точку її перетину з прямою $' позна-
чимо буквою E.
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'
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Рис. 68 Рис. 6�
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Оскільки точка 1 x середина відрізка C', то C1   1'. Кути 1 
і 2 рівні як вертикальні, а кути 3 і 4 рівні як різносторонні при 
паралельних прямих %C і $E та січній C'. Отже, трикутники %C1 
і E'1 рівні за другою ознакою рівності трикутників. Звідси 
%C   'E і %1   1E. Тоді відрізок 01 x середня лінія трикутни-
ка $%E. Із цього випливає, Ùо 01 __ $E, тобто 01 __ $', і 01  

 1
2

AE. Маємо:

MN AE AD DE AD BC� � � � �1
2

1
2

1
2

( ) ( ). 

 §адача �властивості  рівнобічної  трапеÖі ї�. Äо-
ведіть, Ùо в рівнобічній трапеції:

1) кути при кожній основі рівні�
2) діагоналі рівні�
3) висота трапеції, проведена з вершини тупого кута, ділить 

основу трапеції на два відрізки, менший з яких дорівнює половині 
різниці основ, а більший x половині суми основ (середній лінії 
трапеції).

¯озвsÞзаннÞ. Розглянемо рівнобічну трапецію $%C' ($%   C').
1) Проведемо висоти %0 і C. (рис. 70). Оскільки $%   C' 

і %0   C., то прямокутні трикутники $0% і '.C рівні за катетом 
і гіпотенузою. Тоді �$   �'.

Маємо: �$   �', �$ � �$%C   180°, �' � �'C%   180°. Отже, 
�$%C   �'C%.

$

% C

'0 . $

% C

'

Рис. �� Рис. �1

2) Розглянемо трикутники $C' і '%$ (рис. 71).
Маємо: $%   C', $' x спільна сторона, кути %$' і C'$ рівні 

як кути при основі рівнобічної трапеції. Отже, трикутники $C' 
і '%$ рівні за двома сторонами та кутом між ними. Тоді $C   %'.

3) У чотирикутнику %0.C (рис. 70) %0 __ C., %C __ 0., 
кут�%0. прямий. Отже, цей чотирикутник є прямокутником. 
Звідси 0.   %C.
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З рівності трикутників $0% і '.C випливає, Ùо $0   .'. Тоді

AM AD MK AD BC� �� �
2 2

;

0'   $' w $0   AD AD BC� �
2

   2
2

AD AD BC� �    AD BC�
2

. ~

1. Який чотирикутник називають трапецією?
2. Які сторони трапеції називають основами? бічними сторонами?
3. Що називають висотою трапеції?
4. Які існують види трапецій?
5. Яку трапецію називають рівнобічною?
6. Яку трапецію називають прямокутною?
7. Що називають середньою лінією трапеції?
8. Сформулюйте теорему про властивості середньої лінії трапеції.
9. Сформулюйте властивості рівнобічної трапеції.

 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

���.° Накресліть, використовуючи клітинки зошита, трапецію:
1) рівнобічну�
2) прямокутну�
3) яка не є ні прямокутною, ні рівнобічною�
4) у якої один із кутів при основі гострий, а другий кут при 

цій самій основі тупий.
���.° Перерисуйте в зошит рисунок 72, проведіть висоти трапеції, 

одним із кінців яких є відповідно точки %, 0, . і '.

$

% C0

. ' %C

$' .

0

а À

Рис. ��

?
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ВПРАВИ

��8.° Знайдіть на рисунку 73 трапеції, укажіть їхні основи та бічні 
сторони.

$

% C

'

0

. C

%
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' E $

% C

'

0

.

а À в

Рис. ��

���.° ·и є чотирикутник $%C', зображений на рисунку 74, тра-
пецією" У разі ствердної відповіді вкажіть основи та бічні 
сторони трапеції.

$

%

'

C

$

% C

'

105°

70° 60°
$

E

%

. '

)
C

а À в

Рис. ��

���.° Периметр рівнобічної трапеції дорівнює 52 см, основи x 13 см 
і 21 см. Знайдіть бічну сторону трапеції.

���.° Периметр трапеції дорівнює 49 см, бічні сторони x 5,6 см 
і 7,8 см. Знайдіть основи трапеції, якÙо одна з них на 7,4 см 
більша за другу.

 ���.° Äоведіть, Ùо сума кутів трапеції, прилеглих до її бічної 
сторони, дорівнює 180°.

���.° 1) Знайдіть кути $ і C трапеції $%C' з основами $' і %C, 
якÙо �%   132°, �'   24°.

2) Знайдіть кути трапеції $%C', прилеглі до бічної сторо-
ни $%, якÙо кут $ менший від кута % на 38°.
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���.° Знайдіть кути трапеції $%C', прилеглі до бічної сторони C', 
якÙо �C : �'   8 : 7.

���.° Один із кутів рівнобічної трапеції дорівнює 46°. Знайдіть 
решту її кутів.

���.° Знайдіть кути рівнобічної трапеції, якÙо різниця її проти-
лежних кутів дорівнює 20°.

���.° У рівнобічній трапеції кут між бічною стороною та висотою, 
проведеною з вершини тупого кута, дорівнює 23°. Знайдіть 
кути трапеції.

��8.° ·и можуть у трапеції бути:
1) три прямих кути�
2) три гострих кути�
3) два протилежних кути тупими�
4) два протилежних кути прямими�
5) два протилежних кути рівними"

���.° ·и можуть:
1) основи трапеції бути рівними�
2) діагоналі трапеції точкою перетину ділитися навпіл"

 ���.° Äоведіть, Ùо коли кути при одній з основ трапеції рівні, 
то дана трапеція є рівнобічною.

���.° Äоведіть, Ùо сума протилежних кутів рівнобічної трапеції 
дорівнює 180°. ·и є правильним обернене твердження: якÙо 
сума протилежних кутів трапеції дорівнює 180°, то дана тра-
пеція є рівнобічною"

���.° Середня лінія рівностороннього трикутника зі стороною 6 см 
розбиває його на трикутник і чотирикутник. Визначте вид 
чотирикутника та знайдіть його периметр.

���.° Висота рівнобічної трапеції, проведена з кінця меншої осно-
ви, ділить більшу основу на відрізки завдовжки 6 см і 10 см. 
Знайдіть основи трапеції.

���.° Один із кутів рівнобічної трапеції дорівнює 60°, бічна сторо-
на x 18 см, а сума основ x 50 см. Знайдіть основи трапеції.

���.° Основи прямокутної трапеції дорівнюють 10 см і 24 см, а один 
із кутів x 45°. Знайдіть меншу бічну сторону трапеції.

���.° Основи прямокутної трапеції дорівнюють 7 см і 15 см, а один 
із кутів x 60°. Знайдіть більшу бічну сторону трапеції.

���.° У трапеції $%C' відомо, Ùо $%   C', �%$C   20°, �C$'   50°. 
Знайдіть кути $C% і $C'.

��8.° У трапеції $%C' відомо, Ùо %C __ $', $% A $', %C   C', 
�$%'   80°. Знайдіть кути трапеції.
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���.° У трапеції $%C' менша основа %C дорівнює 6 см. ·ерез вер-
шину % проведено пряму, яка паралельна стороні C' і пере-
тинає сторону $' у точці 0. Знайдіть периметр трапеції, 
якÙо периметр трикутника $%0 дорівнює 16 см.

���.° ·ерез вершину C трапеції $%C' проведено пряму, яка пара-
лельна бічній стороні $% і перетинає більшу основу $' у точ-
ці E. Знайдіть кути трапеції, якÙо �'   35°, �'CE   65°.

���.° Основи трапеції дорівнюють 9 см і 15 см. ·ому дорівнює її 
середня лінія"

���.° Середня лінія трапеції дорівнює 8 см, а одна з основ x 5 см. 
Знайдіть другу основу трапеції.

���.° Одна з основ трапеції на 8 см більша за другу, а середня лінія 
дорівнює 17 см. Знайдіть основи трапеції.

���.° Основи трапеції відносяться як 3 : 4, а середня лінія дорівнює 
14 см. Знайдіть основи трапеції.

���.° Кожну з бічних сторін трапеції $%C' 
(рис. 75) поділено на чотири рівні час-
тини: $E   E)   ).   .%, '1   10  
  03   3C. Знайдіть відрізки E1, )0 
і .3, якÙо $'   19 см, %C   11 см.

���.° Висота прямокутної трапеції, проведена 
з вершини тупого кута, ділить більшу 
основу на відрізки завдовжки 7 см і 5 см, рахуючи від вер-
шини прямого кута. Знайдіть середню лінію трапеції.

���.° Середня лінія прямокутної трапеції дорівнює 9 см, а висота, 
проведена з вершини тупого кута, ділить більшу основу на 
відрізки, один з яких у 2 рази більший за другий, рахуючи 
від вершини прямого кута. Знайдіть основи трапеції.

 ��8.x Äіагоналі рівнобічної трапеції $%C' ($%   C') перети-
наються в точці 2. Äоведіть, Ùо $2   2' і %2   2C.

���.x Висота рівнобічної трапеції дорівнює K, а бічну сторону вид-
но з точки перетину діагоналей під кутом1 60°. Знайдіть діа-
гональ трапеції.

���.x Основи рівнобічної трапеції відносяться як 2 : 5, а діагональ 
ділить тупий кут трапеції навпіл. Знайдіть сторони трапеції, 
якÙо її периметр дорівнює 68 см.

1 Нехай дано відрізок $% і точку 0 поза прямою $% таку, Ùо �$0%  
  D. У такому випадку говорять, Ùо відрізок $% видно з точки 0 під 
кутом D.

$

% C

'

) 0
3.

E 1

Рис. ��



8.  Трапеція 51

���.x У трапеції $%C' відомо, Ùо $%   C', $'   24 см, �$'%  
  �C'%, а периметр дорівнює 60 см. Знайдіть невідомі сто-
рони трапеції.

���.x Сторони трапеції дорівнюють a, a, a і 2a. Знайдіть кути тра-
пеції.

���.x У трапеції $%C' діагональ $C перпендикулярна до бічної 
сторони C' і є бісектрисою кута %$', �'   60°, периметр 
трапеції дорівнює 40 см. Знайдіть основи трапеції.

���.x Äіагональ рівнобічної трапеції перпендикулярна до бічної 
сторони, а менша основа дорівнює бічній стороні. Знайдіть 
кути трапеції.

���.x За якої умови висота рівнобічної трапеції дорівнює половині 
різниці основ"

���.x Побудуйте рівнобічну трапецію за основою, бічною стороною 
та кутом між ними.

���.x Побудуйте прямокутну трапецію за основами та меншою 
бічною стороною.

��8.x Побудуйте рівнобічну трапецію за основою, бічною стороною 
та діагоналлю.

���.x Бічна сторона рівнобічної трапеції дорівнює 6 см, більша 
основа x 10 см. Знайдіть середню лінію трапеції, якÙо один 
з її кутів дорівнює 60°.

���.x Äіагональ рівнобічної трапеції дорівнює 14 см і утворює 
з основою кут 60°. Знайдіть середню лінію трапеції.

���.x Середня лінія трапеції $%C' розбиває її на дві трапеції, се-
редні лінії яких дорівнюють 15 см і 19 см. Знайдіть основи 
трапеції $%C'.

���.xx Äоведіть, Ùо коли діагоналі рівнобічної трапеції перпенди-
кулярні, то її висота дорівнює середній лінії трапеції.

���.xx Äоведіть, Ùо коли висота рівнобічної трапеції дорівнює її 
середній лінії, то діагоналі трапеції перпендикулярні.

���.xx Äіагональ прямокутної трапеції розбиває її на два трикутники, 
один з яких є рівностороннім зі стороною a. Знайдіть середню 
лінію трапеції.

���.xx Äіагональ рівнобічної трапеції розбиває її на два рівнобедре-
них трикутники. Знайдіть кути трапеції.

���.xx У трапеції $%C' (%C __ $') відомо, Ùо $C A %', �C$'   30°, 
%'   8 см. Знайдіть середню лінію трапеції.

���.xx Äоведіть, Ùо точка перетину бісектрис кутів, прилеглих до 
бічної сторони трапеції, належить прямій, яка містить її се-
редню лінію.
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��8.xx Побудуйте трапецію:
1) за основами та бічними сторонами�
2) за основою, висотою та діагоналями�
3) за різницею основ, бічними сторонами та діагоналлю.

���.xx Побудуйте рівнобічну трапецію за основою, висотою та бічною 
стороною.

���.xx Побудуйте трапецію:
1) за основами та діагоналями�
2) за бічними сторонами, середньою лінією та висотою�
3) за основою, прилеглим до неї кутом і бічними сторонами�
4) за бічними сторонами, висотою та однією з діагоналей.

���.
 ·ерез вершину % паралелограма $%C' проведено пряму, яка 
не має з паралелограмом інших спільних точок. Вершини $ 
і C віддалені від цієї прямої на відстані a і E відповідно. Знай-
діть відстань від точки ' до цієї прямої.

  ГОТУЄМОСЯ ДО ВИВЧЕННЯ НОВОЇ ТЕМИ

���. У колі проведено діаметри $% і C'. Äоведіть, Ùо $C   %' 
і $C __ %'.

���. У колі з центром 2 проведено діаметр $% і хорду $C. Äоведіть, 
Ùо �%2C   2 �%$C.

���. Пряма $% дотикається до кола з центром 2 в точці C, $C   %C. 
Äоведіть, Ùо 2$   2%.

���. Хорда $% кола з центром 2 перпендикулярна до радіуса 2C 
і ділить його навпіл. Знайдіть: 1) кут $2%� 2) кут $C%.

���. Скільки спільних точок мають два кола з радіусами 6 см 
і 8 см, якÙо відстань між їхніми центрами дорівнює: 1) 15 см� 
2) 14 см� 3) 10 см� 4) 2 см"

Поновіть у паÌsяті зÌіст пунктів ��w�� на с. ���w���.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Многокутник розбито на трикутники, які пофарбовано в чор-
ний та білий кольори так, Ùо будь-які два трикутники, Ùо 
мають спільну сторону, пофарбовано в різні кольори. Äове-
діть, Ùо кількість чорних трикутників не більша за потроєну 
кількість білих трикутників.
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9. Центральні та вписані кути

Означення. ¶ентральниÌ кутоÌ кола називаÞть кут 
з вершиноÞ в Öентрі кола.

На рисунку 76 кут $2% x центральний. Сторони цього кута 
перетинають коло в точках $ і %. ¶і точки ділять коло на дві дуги, 
які виділено на рисунку 76 різним кольором. Точки $ і % називають 
кінÖяÌи дуги, вони належать кожній з виділених дуг. Кожну із 
цих дуг можна позначити так: �$% (читають: «дуга $%»).

$
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$

%

0
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1
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0
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C

Рис. �6 Рис. �� Рис. �8 Рис. ��

Але за записом �$% не можна розрізнити дуги на рисунку 76. 
ЯкÙо на якійсь із двох дуг позначити точку (на рисунку 77 це 
точка 0), то зрозуміло, Ùо позначення �$0% відноситься до «си-
ньої» дуги. ЯкÙо на одній із двох дуг $% відмічено точку, то до-
мовимося, Ùо позначення �$% відноситься до дуги, якій ця точка 
не належить (на рисунку 77 це «зелена» дуга).

Äуга $% належить центральному куту $2% (рис. 77). У цьому 
випадку говорять, Ùо центральний кут $2% спира�ться на дугу $%.

Кожна дуга кола, як і все коло, має градусну Ìіру. ГраÃусну Ë�ру 
всьоÂо кола вваÅаÝть р�вноÝ 360°. ЯкÙо центральний кут 021 спи-
рається на дугу 01 (рис. 78), то градусну міру дуги 01 вважають 
рівною градусній мірі кута 021 і записують: �01   �021 (чита-
ють: «градусна міра дуги 01 дорівнює градусній мірі кута 021»). 
Градусну міру дуги 0E1 (рис. 78) вважають рівною 360° w �021.

На рисунку 79 зображено коло, у якому проведено два перпен-
дикулярних діаметри $% і C'. Тоді �$0'   90°, �$C'   360° w
w 90°   270°, �$C%   �$'%   180°. Кожну з дуг $C% 
і $'% називають півколоÌ. На рисунку 79 півколами 
є також дуги C$' і C%'.

Про хорду, яка сполучає кінці дуги, говорять, Ùо 
хорда стягу� дугу. На рисунку 80 хорда $% стягує 
кожну з дуг $% і $.%.

 уÃь-Þка ÔорÃа стÞÂує Ãв� ÃуÂи� суËа ÂраÃусниÔ 
Ë�р ÞкиÔ Ãор�внÝє 360°.

$

%

.

Рис. 8�
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Означення. ВписаниÌ кутоÌ кола називаÞть кут� вершина 
якого належить колу� а сторони перетинаÞть коло.

На рисунку 81 кут $%C x вписаний. Äуга $C належить цьому 
куту, а дуга $%C x не належить. У такому випадку говорять, Ùо 
вписаний кут $%C спира�ться на дугу $C. Також можна сказати, 
Ùо вписаний кут $%C спира�ться на хорду $C.

ТеореÌа �.�. £радусна міра вписаного кута дорівнює поло�
вині градусно� міри дуги� на яку він спирається.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 81 кут $%C вписаний. Äоведемо, 

Ùо � � �ABC AC1
2

.

Розглянемо три випадки розташування центра 2 кола відносно 
вписаного кута $%C.

Випадок 1. ¶ентр 2 належить одній зі сторін кута, наприклад 
стороні %C (рис. 82).

Проведемо радіус 2$. ¶ентральний кут $2C x зовнішній кут 
рівнобедреного трикутника $%2 (сторони 2$ та 2% рівні як раді-
уси). Тоді �$2C   �$ � �%. Проте �$   �%. Звідси �$%C   

� � � �1
2

1
2

AOC AC.

C
$

%

C

$

%

2

C

$

%

2

.

Рис. 81 Рис. 8� Рис. 8�

Випадок 2. ¶ентр 2 належить куту, проте не належить жодній 
із його сторін (рис. 83).

Проведемо діаметр %.. Згідно з доведеним � � �ABK AK1
2

, �.%C   

� �1
2

KC. Маємо: �$%C   �$%. � �.%C   1
2

1
2

1
2

� � � � �AK KC AKC.

Випадок 3. ¶ентр 2 не належить куту (рис. 84).
Äля третього випадку проведіть доведення самостійно. 

­аслідок �. ¢писані кути� які спираються на одну й ту 
саму дугу� рівні (рис. 85).

­аслідок �. ¢писаний кут� який спирається на діаметр 
�півколо�� x прямий (рис. 86).

Äоведіть ці властивості самостійно.
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C .

$

%

2

Рис. 8� Рис. 8� Рис. 86

 §адача � (властивість кута між дотичною та хор-
дою). Відрізок $% x хорда кола із центром 2 (рис. 87). ·ерез 

точку $ проведено дотичну 01. Äоведіть, Ùо � � �MAB AB1
2

 

і � � �NAB AKB1
2

.

¯озвsÞзаннÞ. Проведемо діаметр $' (рис. 87). Тоді кут % до-
рівнює 90° як вписаний, Ùо спирається на діаметр $'. У прямо-
кутному трикутнику $%' �2 � �3   90°. Оскільки 01 x дотична, 
то �'$0   90°. Тоді �1 � �3   90°. Отримуємо, Ùо �1   �2.

Отже, � �� � �MAB BDA AB1
2

.

Маємо: �1$%   180° w �0$%   180° w 1
2
�AB    180° w 1

2
360( � � 

��AKB)   180° w 180° � 1
2
�AKB   1

2
�AKB. ~

%

$

'

.

2

1
3

2

0 1

2

;

0

Рис. 8� Рис. 88

§адача �. Побудуйте дотичну до даного кола, яка проходить 
через дану точку, Ùо лежить поза колом.

¯озвsÞзаннÞ. На рисунку 88 зображено коло із центром 2 і точ-
ку 0, яка лежить поза цим колом.

Нехай ; x така точка кола, Ùо пряма 0; є дотичною (рис. 88). 
Тоді кут 0;2 прямий. Отже, його можна розглядати як вписаний 
у коло з діаметром 02.

Проведений аналіз показує, як провести побудову.
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Побудуємо відрізок 02 та розділимо 
його навпіл (рис. 89). Нехай точка . x 
його середина. Побудуємо коло радіуса .2 
із центром .. Позначимо точки перетину 
побудованого та даного кіл буквами E і ). 
Тоді кожна з прямих 0E і 0) є шуканою 
дотичною.

Справді, кут 0E2 дорівнює 90° як вписа-
ний кут, Ùо спирається на діаметр 02. Відрізок 2E x радіус даного 
кола. Тоді за ознакою дотичної пряма 0E x шукана дотична. ~

 1. Який кут називають центральним кутом кола?
 2. Як називають частини кола, на які ділять його дві точки?
 3. Яким символом позначають дугу кола?
 4. У якому випадку говорять, що центральний кут спирається на 

дугу?
 5. Чому вважають рівною градусну міру кола?
 6. Як пов’язані градусні міри центрального кута кола та дуги, на яку 

цей кут спирається?
 7. Скільки дуг стягує кожна хорда? Чому дорівнює сума їхніх гра-

дусних мір?
 8. Який кут називають вписаним кутом кола?
 9. У якому випадку говорять, що вписаний кут спирається на дугу?
10. Чому дорівнює градусна міра вписаного кута?
11. Яку властивість мають вписані кути, що спираються на одну 

й ту саму дугу?
12. Яким є вписаний кут, що спирається на діаметр?

ВПРАВИ

��8.° ·ому дорівнює градусна міра центрального кута кола, який 

спирається на дугу, Ùо становить: 1) 1
6
 кола� 2) 1

10
 кола� 

3) 1
2
 кола� 4) 2

9
 кола"

���.° Знайдіть градусні міри двох дуг кола, на які його ділять дві 
точки, якÙо градусна міра однієї з дуг на 80° більша за гра-
дусну міру другої.

?

.

E

20

)

Рис. 8�
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�8�.° Знайдіть градусні міри двох дуг кола, на які його ділять дві 
точки, якÙо градусні міри цих дуг відносяться як 7 : 11.

�8�.° Знайдіть градусну міру дуги, яку описує кінець годинної 
стрілки: 1) за 2 год� 2) за 5 год� 3) за 8 год� 4) за 30 хв�  
5) за 12 год.

�8�.° Які з кутів, зображених на рисунку 90, є вписаними" На яку 
дугу спирається кожний із вписаних кутів"

%

$

)

C

3

0
1

7

.

E6

'

%
2

$

E

C

'

Рис. �� Рис. �1

�8�.° На рисунку 91 зображено коло із центром 2. Знайдіть:
1) кут %'C, якÙо �%$C   40°�
2) кут %EC, якÙо �%2C   70°�
3) дугу CE, якÙо �C'E   80°�
4) дугу '%$, якÙо �'%$   300°.

�8�.° Знайдіть помилки на рисунку 92.

2

95°

Точка 2 x центр кола

120°

50°

а в

50°

40°

2

80°

50°

Точка 2 x центр кола

À Â

Рис. ��
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%

C

$

2

%

$ C
$

.

%

0

Рис. �� Рис. �� Рис. ��

�8�.° Знайдіть вписаний кут, якÙо градусна міра дуги, на яку він 
спирається, дорівнює: 1) 84°� 2) 110°� 3) 230°� 4) 340°.

�8�.° На рисунку 93 �$%   74°, �$%C   68°. Знайдіть дугу %C.

�8�.° На рисунку 93 �$%   64°, �%C   92°. Знайдіть кут $%C.

�88.° ¶ентральний кут $2C на 25° більший за вписаний кут $%C, 
Ùо спирається на дугу $С (рис. 94). Знайдіть кути $2C і $%C.

�8�.° Кінці хорди $% ділять коло на дві дуги, градусні міри яких 
відносяться як 3 : 7. Під якими кутами видно цю хорду з то-
чок 0 і . (рис. 95)"

 ���.° На рисунку 96 хорди $% і C' рівні. 
Äоведіть, Ùо �$0%   �C1'.

 ���.° Äоведіть, Ùо коли дві дуги кола 
рівні, то рівні й хорди, які їх стягують.

���.° Точки $, % і C ділять коло на три дуги 
так, Ùо �$% : �%C : �$C   1 : 2 : 3. 
Знайдіть кути трикутника $%C.

���.° Вершини рівнобедреного трикутни-
ка $%C ($%   %C) ділять описане на-
вколо нього коло на три дуги, причому �$%   70°. Знайдіть 
кути трикутника $%C.

���.° Кінці діаметрів $C і %' кола послідовно сполучили так, Ùо 
утворився чотирикутник $%C'.
1) Визначте вид чотирикутника $%C'.
2) Знайдіть дуги $%, %C, C' і $', якÙо �$%'   80°.

���.° Гострий кут прямокутного трикутника дорівнює 32°. Знайдіть 
градусні міри дуг, на які вершини трикутника ділять коло, 
описане навколо нього, та радіус цього кола, якÙо гіпотенуза 
даного трикутника дорівнює 12 см.

$
'

1

0

Рис. �6
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 ���.x Äоведіть, Ùо коли вписаний кут є прямим, то він спи-
рається на діаметр.

 ���.x Хорди $% і C' кола перетинаються в точці 0 (рис. 97). 

Äоведіть, Ùо �$0C   1
2
 (�$C � �%').

 ��8.x Хорди $% і C' кола не перетинаються, а прямі $% і C' 
перетинаються в точці 0 (рис. 98). Äоведіть, Ùо �$0C  

  1
2
 (�$C w �%').

'

C

$

%

0

%

C

$

'

0
%

C
$

2

0

Рис. �� Рис. �8 Рис. ��

���.x ·ерез точку $, яка лежить поза колом із центром 2, прове-
дено дві прямі, одна з яких дотикається до кола в точці %, 
а друга проходить через його центр (рис. 99). Відомо, Ùо 
�%0C   100°. Знайдіть кут %$C.

���.x Бісектриса кута % трикутника $%C перетинає коло, описане 
навколо цього трикутника, у точці '. Знайдіть кути трикут-
ника $'C, якÙо �$%C   80°.

���.x На дузі $C кола, описаного навколо рівностороннього три-
кутника $%C, позначено точку 0 так, Ùо �$0   2 �C0. 
Знайдіть кути трикутника $0C.

���.x Коло, побудоване на стороні $% трикутника $%C як на діа-
метрі, перетинає сторони $C і %C у точках 0 і . відповідно. 
Äоведіть, Ùо відрізки $. і %0 x висоти трикутника $%C.

���.x Коло, побудоване на стороні $C трикутника $%C як на діаме-
трі, перетинає сторону $% у точці . так, Ùо �$C.   �%C.. 
Äоведіть, Ùо трикутник $%C рівнобедрений.

 ���.x Äоведіть, Ùо градусні міри дуг кола, які містяться між 
двома паралельними хордами, рівні.

���.x Вершини квадрата $%C' лежать на колі. На дузі $% позначено 
довільну точку 0. Äоведіть, Ùо �$0'   �C0'   �C0%.
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���.x Кут при вершині рівнобедреного трикутника дорівнює 56°. На 
бічній стороні трикутника як на діаметрі побудовано півколо, 
яке інші сторони трикутника ділять на три дуги. Знайдіть 
градусні міри утворених дуг.

���.xx Як, користуючись лише косинцем, знайти 
центр даного кола"

��8.xx Äано коло, у якому проведено діаметр $%, 
і позначено точку C поза колом (рис. 100). 
Як, користуючись лише лінійкою, провести 
через точку C пряму, Ùо перпендикулярна 
до прямої $%"

���.xx Äва кола мають єдину спільну точку 0. ·ерез точку 0 про-
ведено дві прямі, які перетинають дані кола. Точки їхнього 
перетину з колами, відмінні від точки 0, сполучено хордами. 
Äоведіть, Ùо ці хорди паралельні.

���.xx Äо кола, описаного навколо трикутника $%C, проведено 
в точці % дотичну, яка перетинає пряму $C у точці '. 
Відрізок %0 x бісектриса трикутника $%C. Äоведіть, Ùо 
%'   0'.

 ���.
 Äано відрізок $% і кут D. Знайдіть геометричне місце 
точок ; таких, Ùо �$;%   D.

���.
 Побудуйте трикутник за стороною, протилежним їй кутом 
і висотою, проведеною до даної сторони.

���.
 Побудуйте трикутник за стороною, протилежним їй кутом 
і медіаною, проведеною до даної сторони.

���.
 Побудуйте паралелограм за двома сторонами та кутом між 
діагоналями.

���.
 Побудуйте паралелограм за кутом і двома діагоналями.
���.
 У прямокутному трикутнику АВС на катеті АС як на діаметрі 

побудовано коло, Ùо перетинає гіпотенузу АВ у точці ¤. ·ерез 
точку ¤ проведено дотичну до кола, яка перетинає катет СВ 
у точці '. Äоведіть, Ùо трикутник В'E рівнобедрений.

���.
 Äано відрізок $%. Знайдіть геометричне місце точок ; таких, 
Ùо трикутник $;% прямокутний.

��8.
 Бісектриса кута $ трикутника $%C перетинає описане на-
вколо нього коло в точці '. Точка 2 x центр вписаного кола 
трикутника $%C. Äоведіть, Ùо '2   '%   'C.

���.
 Бісектриси кутів $, % і C трикутника $%C перетинають 
описане навколо нього коло в точках $1, %1 і C1 відповідно. 
Äоведіть, Ùо $1%1 A CC1.

%

C

$

Рис. 1��



9.  Центральні та вписані кути 61

���.
 На рисунку 101 зображено два кола 
із центрами 21 і 22. Побудуйте пря-
му l, яка дотикається до цих кіл так, 
Ùо точки дотику лежать в одній пів-
плоÙині відносно прямої 2122 (таку 
пряму називають зовнішньоÞ спіль�
ноÞ дотичноÞ до двох даних кіл).

���.
 Побудуйте трикутник:
1) за стороною, протилежним їй кутом і радіусом вписаного 

кола�
2) за стороною, протилежним їй кутом і медіаною, проведеною 

до другої сторони.

  ГОТУЄМОСЯ ДО ВИВЧЕННЯ НОВОЇ ТЕМИ

���. Периметр трикутника $%C дорівнює 30 см. Точка дотику 
вписаного кола до сторони $% ділить її у відношенні 3 : 2, 
рахуючи від вершини $, а точка дотику до сторони %C від-
далена від вершини С на 5 см. Знайдіть сторони трикутника.

���. Äо кола, вписаного в трикутник $%C, 
проведено три дотичні (рис. 102). Пе-
риметри трикутників, які ці дотичні 
відтинають від даного трикутника, 
дорівнюють 31, 32 і 33. Знайдіть пе-
риметр трикутника $%C.

���. Установіть вид трикутника, у якого 
центр описаного кола належить ме-
діані.

Поновіть у паÌsяті зÌіст пункту �� на с. ���.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Клітинки квадрата розміром 100 u 100 клітинок розфарбовано 
в шаховому порядку. Квадрат розрізали на квадрати, сторони 
яких містять непарну кількість клітинок, і в кожному такому 
квадраті позначили центральну клітинку. Äоведіть, Ùо білих 
і чорних клітинок позначено порівну.

C

%

$

Рис. 1��

2
1

2
2

Рис. 1�1
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 ПЕРША ЗАДАЧА ПЕРШОЇ
ВСЕУКРАЇНСЬКОЇ ОЛІМПІАДИ 
ЮНИХ МАТЕМАТИКІВ

Сподіваємося, Ùо задача 316 вам сподобалася і ви відчули ра-
дість успіху, розв’язавши її. ¶я задача варта уваги Ùе й тому, Ùо 
в 1961 р. саме її умовою починався текст першої Всеукраїнської 
олімпіади юних математиків.

Узагалі, математичні олімпіади в Україні мають давню тради-ю тради- тради-
цію. Перша міська олімпіада юних математиків відбулася в 1935 р. 
в Києві. З того часу минуло понад 80 років, і за ці роки математичні 
олімпіади стали для багатьох талановитих школярів і школярок 
першим кроком на шляху до наукової творчості. Сьогодні такі 
імена, як О. В. Погорєлов, С. Г. Крейн, М. О. Красносельський, 
В. Г. Äрінфельд, відомі в усьому науковому світі. Усі вони в різні 
роки були переможцями математичних олімпіад в Україні.

Хочемо із задоволенням зазначити, Ùо й зараз математичні 
олімпіади в Україні дуже популярні. Äесятки тисяч школярів 
і школярок нашої країни на різних етапах беруть участь у цьому 
математичному змаганні. Äо організації та проведення олімпіад за-
лучають наукову та освітянську спільноту. Саме завдяки ентузіазму 
та професіоналізму цієї спільноти команда України гідно пред-
ставляє нашу країну на міжнародних математичних олімпіадах.

Радимо й вам, любі восьмикласники та восьмикласниці, брати 
участь у математичних олімпіадах. Нижче ми наводимо текст першої 
Всеукраїнської олімпіади юних математиків. Випробуйте свої сили.
1. У прямокутному трикутнику АВС на катеті АС як на діаметрі 

побудовано коло, Ùо перетинає гіпотенузу АВ у точці ¤. ·ерез 
точку ¤ проведено дотичну до кола, яка перетинає катет СВ 
у точці '. Äоведіть, Ùо трикутник В'E рівнобедрений.

2. У плоÙині розміÙено Q зубчастих коліс так, Ùо перше зчепле-
не з другим, друге x із третім і т. д., а останнє x з першим. 
У яких випадках можуть рухатися колеса такої системи"

3. Обчисліть кути рівнобедреного трикутника, у якому центри впи-
саного й описаного кіл симетричні відносно прямої, Ùо містить 
основу трикутника.

4. Äоведіть, Ùо при кожному цілому Q вираз n n n5 3

120 24 30
� �  також 

набуває цілих значень.
5. Побудуйте трикутник за двома даними точками, Ùо є основами 

висот, опуÙених на дві сторони цього трикутника, та прямою, 
на якій розміÙено його третю сторону. 
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10. Описане та вписане кола чотирикутника

Означення. ªоло називаÞть описаниÌ навколо чотири�
кутника� якÙо воно проходить через усі Éого вершини.

На рисунку 103 зображено коло, описане навколо чотири-
кутника $%C'. У цьому разі також говорять, Ùо чотирикутник 
вписаниÉ у коло.

ТеореÌа ��.�. ¿кÙо чотирикутник є вписаним у коло� то 
сума його протилежниÕ кутів дорівнює �8�°.

ДовеÃеннÞ. ~ Нехай чотирикутник $%C' вписано в коло 
(рис. 103). Äоведемо, Ùо �$ � �C   180° і �% � �'   180°.

Оскільки кути $ і C є вписаними, то � � �A BCD1
2

 і � � �C DAB1
2

. 

Маємо: �%C' � �'$%   360°. Тоді �$ � �C   180°.
Аналогічно можна показати, Ùо �% � �'   180°. 
Ви знаєте, Ùо навколо будь-якого трикутника можна описати 

коло. Проте не будь-який чотирикутник має таку властивість. 
Наприклад, неможливо описати коло навколо паралелограма, від-
мінного від прямокутника. Розпізнавати чотирикутники, навколо 
яких можна описати коло, дає змогу така теорема.

ТеореÌа ��.� �обернена до теореÌи ��.��. ¿кÙо в чоти�
рикутнику сума протилежниÕ кутів дорівнює �8�°� то навколо 
нього можна описати коло.

ДовеÃеннÞ.  Розглянемо чотирикутник $%C', у якому 
�$ � �C   180°. Äоведемо, Ùо навколо нього можна описати коло.

Припустимо, Ùо навколо цього чотирикутника не можна описа-
ти коло. Опишемо коло навколо трикутника $%'. За припуÙенням 
точка C не належить цьому колу. Тому можливі два випадки.

Випадок 1. Точка C лежить поза описаним колом трикутни-
ка $%' (рис. 104).

Нехай сторона %C перетинає коло в точці C1. ·отирикутник 
ABC D1  вписано в коло. Тоді за теоремою 10.1 отримуємо, Ùо

C
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C
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'

%

C
1

Рис. 1�� Рис. 1��
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� �� �A BC D1 180�. Але за умовою �$ � �C   180°. Звідси �BC D1   
  �C. Проте ця рівність виконуватися не може, оскільки за влас-
тивістю зовнішнього кута трикутника �BC D1    �C � �CDC1.

Отже, точка C не може лежати поза колом, описаним навколо 
трикутника $%'.

Випадок 2. Точка C лежить усередині описаного кола три-
кутника $%' (рис. 105). Міркуючи аналогічно, можна показати, 
Ùо точка C не може лежати всередині розглядуваного кола. Пере-
конайтеся в цьому самостійно.

Таким чином, припустивши, Ùо точка C не належить колу, 
описаному навколо трикутника $%', ми отримали суперечність. 
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Теорему 10.2 можна розглядати як ознаку належності чотирьох 
точок одному колу.

ЯкÙо чотирикутник вписано в коло, то існує точка, рівновід-о в коло, то існує точка, рівновід- в коло, то існує точка, рівновід-в коло, то існує точка, рівновід- коло, то існує точка, рівновід-
далена від усіх його вершин (центр описаного кола). ¹об знайти 
цю точку, достатньо знайти точку перетину серединних перпенди-
кулярів двох сусідніх сторін чотирикутника.

Означення. ªоло називаÞть вписаниÌ у чотирикутник� 
якÙо воно дотика�ться до всіх Éого сторін.

На рисунку 106 зображено коло, вписане в чотирикутник $%C'. 
У цьому разі також говорять, Ùо чотирикутник описаниÉ навколо 
кола.

ТеореÌа ��.�. ¿кÙо чотирикутник є описаним навколо 
кола� то суми його протилежниÕ сторін рівні.

ДовеÃеннÞ.  Нехай чотирикутник $%C' описано навколо 
кола (рис. 107). Äоведемо, Ùо $% � C'   %C � $'.

Точки 0, 1, 3, . x точки дотику кола до сторін чотирикутника.
Оскільки відрізки дотичних, проведених до кола через одну 

точку, рівні, то $.   $0, %0   %1, C1   C3, '3   '.. Нехай 
$.   a, %0   E, C1   F, '3   G.
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Тоді $% � C'   a � E � F � G,
%C � $'    E � F � a � G.
Отже, $% � C'   %C � $'. 
Ви знаєте, Ùо в будь-який трикутник можна вписати коло. 

Проте не будь-який чотирикутник має цю властивість. Наприклад, 
неможливо вписати коло в прямокутник, відмінний від квадрата. 
Розпізнавати чотирикутники, у які можна вписати коло, дає змогу 
така теорема.

ТеореÌа ��.�. ¿кÙо в опуклому чотирикутнику суми про�
тилежниÕ сторін рівні� то в нього можна вписати коло.

ДовеÃеннÞ.  Розглянемо опуклий чотирикутник $%C', у яко-
му $% � C'   %C � $'. Äоведемо, Ùо в нього можна вписати коло.

Нехай бісектриси кутів $ і % перетина-
ються в точці 2 (рис. 108). Тоді точка 2 рівно-
віддалена від сторін $%, %C і $'. Отже, існує 
коло із центром у точці 2, яке дотикається до 
трьох цих сторін.

Припустимо, Ùо це коло не дотикається до 
сторони C'. Тоді можливі два випадки.

Випадок 1. Сторона C' не має спільних 
точок з побудованим колом.

Проведемо дотичну C1'1 паралельно стороні C' (рис. 108). ·о-
тирикутник $%C1'1 описано навколо кола. Тоді за теоремою 10.3 
отримуємо, Ùо

$% � C1'1   %C1 � $'1.                           (1)
Проте за умовою

$% � C'   %C � $'.                             (2)
Віднімемо від рівності (2) рівність (1):

C' w C1'1   %C w %C1 � $' w $'1.
Звідси маємо: C' w C1'1   C1C � '1'� C'   C1C � '1' � C1'1.
¶я рівність суперечить твердженню, доведеному в ключовій 

задачі п. 1.
Отже, сторона C' повинна мати спільні точки з розглядуваним 

колом.

Випадок 2. Сторона C' має дві спільні точки з побудованим 
колом.

Міркуючи аналогічно, можна показати, Ùо сторона C' не може 
мати дві спільні точки з побудованим колом. Переконайтеся в цьо-
му самостійно.

Таким чином, припустивши, Ùо побудоване коло не дотикається 
до сторони C', ми отримали суперечність. 
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ЯкÙо чотирикутник описано навколо кола, то існує точка, рів-о навколо кола, то існує точка, рів- навколо кола, то існує точка, рів-
новіддалена від усіх його сторін (центр вписаного кола). ¹об знай-
ти цю точку, достатньо знайти точку перетину бісектрис двох су-
сідніх кутів цього чотирикутника.

 §адача  (ознака  належност і 
чотирьох точок одному колу). Точки $, 
0, 1, % такі, Ùо �$0%   �$1%, причому 
точки 0 і 1 лежать в одній півплоÙині від-
носно прямої $%. Äоведіть, Ùо точки $, 0, 
1, % лежать на одному колі.

¯озвsÞзаннÞ. Нехай �$0%   �$1%   D. 
Навколо трикутника $0% опишемо коло 
(рис. 109). Нехай C x довільна точка 
кола, яка не належить дузі $0%. Тоді чо-
тирикутник $C%0 вписано в коло. Звідси 
�C   180°w D. Маємо: �C � �1   180°. Отже, 

за теоремою 10.2 навколо чотирикутника $C%1 можна описати 
коло. Оскільки навколо трикутника $%C можна описати тільки 
одне коло, то цьому колу належать як точка 0, так і точка 1. ~

1. Яке коло називають описаним навколо чотирикутника?
2. У якому випадку говорять, що чотирикутник вписаний у коло?
3. Яку властивість мають кути чотирикутника, вписаного в коло?
4. За якої умови навколо чотирикутника можна описати коло?
5. Яке коло називають вписаним у чотирикутник?
6. У якому випадку говорять, що чотирикутник описаний навколо 

кола?
7. Яку властивість мають сторони чотирикутника, описаного на-

вколо кола?
8. За якої умови в чотирикутник можна вписати коло?

 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

���.° Накресліть прямокутник зі сторонами 2 см і 3 см. Опишіть 
навколо нього коло.

���.° Накресліть довільну рівнобічну трапецію. Опишіть навколо 
неї коло.

%$

C

0 1

180°wD

D D

Рис. 1��

?
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��8.° Накресліть рівнобічну трапецію з більшою основою 6 см, 
бічною стороною 4 см і кутом 60°. Впишіть у неї коло.

���.° Накресліть довільний квадрат. Впишіть у нього коло й опи-
шіть навколо нього коло.

ВПРАВИ

���.° ·и можна описати коло навколо чотирикутника $%C', якÙо 
його кути $, %, C і ' відповідно дорівнюють:
1) 90°, 90°, 80°, 100°� 3) 50°, 70°, 130°, 110°"
2) 90°, 80°, 90°, 100°�

���.° ·и можна описати коло навколо чотирикутника $%C', якÙо 
його кути $, %, C і ' відповідно пропорційні числам:
1) 3, 8, 11, 6� 2) 4, 5, 4, 2"

���.° Äоведіть, Ùо можна описати коло навколо:
1) будь-якого прямокутника�
2) будь-якої рівнобічної трапеції.

���.° Яка точка є центром кола, описаного навколо прямокутника"
���.° ·и можна описати коло навколо ромба, який не є квадратом"
���.° У прямокутнику $%C' відомо, Ùо $%   12 см, �C$'   30°. 

Знай діть радіус кола, описаного навколо даного прямокутника.
���.° ·и можна вписати коло в чотирикутник $%C', якÙо його 

сторони $%, %C, C', $' відповідно пропорційні числам:
1) 7, 8, 12, 11� 2) 7, 12, 8, 11"

���.° Сума двох протилежних сторін чотирикутника, описаного 
навколо кола, дорівнює 18 см. Знайдіть периметр даного 
чотирикутника.

��8.° Бічна сторона рівнобічної трапеції дорівнює 7 см. ·ому дорів-
нює периметр даної трапеції, якÙо в неї можна вписати коло"

���.° У чотирикутнику C'E), у який можна вписати коло, C'  
  6 см, 'E   8 см, E)   12 см. Знайдіть сторону C).

���.° Äоведіть, Ùо в будь-який ромб можна вписати коло. Яка 
точка є центром кола, вписаного в ромб"

���.° ·и можна вписати коло в паралелограм, який не є ромбом"
���.° Під яким кутом видно бічну сторону трапеції із центра впи-

саного кола"
���.° Один із кутів ромба дорівнює 60°, а більша діагональ x 24 см. 

Знайдіть радіус кола, вписаного в даний ромб.
���.x Äоведіть, Ùо коли в прямокутник можна вписати коло, то 

цей прямокутник є квадратом.
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���.x Äоведіть, Ùо коли навколо ромба можна описати коло, то цей 
ромб є квадратом.

���.x Сторона $' чотирикутника $%C' є діаметром кола, описано-
го навколо нього, �$%C   108°, �%C'   132°. Знайдіть кути 
%$', $'C, C$', %'$.

���.x Знайдіть кути чотирикутника 01.3, вписаного в коло, якÙо 
�0.3   58°, �031   34°, �.03   16°.

��8.x Рівнобічну трапецію вписано в коло, центр якого належить 
одній з основ. Кут між діагоналями трапеції, протилежний 
її бічній стороні, дорівнює 56°. Знайдіть кути трапеції.

���.x Висоти %0 і C. гострокутного трикутника $%C перетина-
ються в точці +. Äоведіть, Ùо точки $, ., + і 0 лежать на 
одному колі.

���.x У прямокутну трапецію вписано коло. Точка дотику ділить 
більшу бічну сторону на відрізки завдовжки 8 см і 50 см.  
Знайдіть периметр даної трапеції, якÙо радіус вписаного 
кола дорівнює 20 см.

���.x  У прямокутну трапецію вписано коло. Точка дотику ділить 
більшу бічну сторону на відрізки завдовжки 3 см і 12 см. 
Знайдіть радіус вписаного кола, якÙо периметр трапеції до-
рівнює 54 см.

���.xx ¶ентр кола, описаного навколо трапеції, належить більшій 
основі, а бічна сторона дорівнює меншій основі. Знайдіть кути 
трапеції.

���.xx Äіагональ трапеції, вписаної в коло, дорівнює G. Бічну сторо-
ну видно із центра описаного кола під кутом 120°. Знайдіть 
середню лінію трапеції.

���.xx Бічні сторони та менша основа рівнобічної трапеції дорівню-
ють 6 см, а один з її кутів дорівнює 60°. Знайдіть радіус кола, 
описаного навколо даної трапеції.

���.xx З довільної точки 0 катета $C прямокутного трикутника $%C 
опуÙено перпендикуляр 0. на гіпотенузу $%. Äоведіть, Ùо 
�0.C   �0%C.

���.xx З довільної точки 2, яка належить гострому куту $, але не 
належить його сторонам, опуÙено перпендикуляри 2% і 2C 
на його сторони. Äоведіть, Ùо �2$%   �2C%.

���.
 Бісектриси %. і C0 трикутника $%C перетинаються в точ-
ці 2, �$   60°. Знайдіть кут C0..

��8.
 Бісектриси 0$ і .% трикутника 01. перетинаються в точ-
ці 2, точки $, 1, % і 2 лежать на одному колі. Знайдіть кут 1.
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���.
 Поза прямокутним трикутником $%C на його 
гіпотенузі $% побудовано квадрат $%)'. 
Äоведіть, Ùо �$C2   �2C%, де 2 x точка 
перетину діагоналей квадрата. 

���.
 Вершини $ і % трикутника $%C із прямим 
кутом C ковзають по сторонах прямого кута 
з вершиною 3 (рис. 110). Äоведіть, Ùо точ-
ка C при цьому переміÙується по відрізку.

���.
 З довільної точки 0, яка належить куту з вершиною $, але 
не належить його сторонам, проведено перпендикуляри 03 
і 04 до сторін кута. Із точки $ проведено перпендикуляр $. 
до відрізка 34. Äоведіть, Ùо �3$.   �0$4.

���.
 У гострокутному трикутнику $%C відрізки CC1 і $$1 x ви-
соти. Äоведіть, Ùо серединний перпендикуляр відрізка C1$1 
проходить через середину сторони $C.

���.
 На бічних сторонах трапеції, у яку можна вписати коло, як 
на діаметрах побудовано два кола. Äоведіть, Ùо ці кола мають 
одну спільну точку.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. ·ерез середину діагоналі $C паралелограма $%C' проведено 
пряму, яка перетинає сторони %C і $'. ¶я пряма перетинає 
прямі $% і C' у точках 0 і . відповідно. Визначте вид чо-
тирикутника $0C..

���. У трикутнику $%C відрізок $' x бісектриса. ·ерез точку ' 
проведено пряму, яка паралельна стороні $C і перетинає 
сторону $% у точці E. ·ерез точку E проведено пряму, яка 
паралельна стороні %C і перетинає сторону $C у точці ). Äо-
ведіть, Ùо $E   C).

���. Висота %0 ромба $%C', опуÙена з вершини тупого кута на 
сторону $', перетинає діагональ $C у точці ., �%.C   64°. 
Знайдіть кут $%C.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. ·и можна квадрат розрізати на тисячокутник і 199 п’яти-
кутників"

C

$

%3

Рис. 11�
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ЗАВДАННЯ № 1 «ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ» В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ 

�. Яким із наведених способів можна позна-
чити чотирикутник, зображений на рисун-
ку 111"
А) 0341�  В) 1304�
Б) 4013�  Г) 4130.

�. Які кути може мати чотирикутник"

А) ·отири тупих кути�
Б) чотири гострих кути�
В) два тупих і два прямих кути�
Г) два прямих кути, один гострий кут і один тупий кут.

�. У чотирикутнику кожна сторона дорівнює одній і тій самій його 
діагоналі. ·ому дорівнюють кути чотирикутника"

А) 60°, 60°, 120°, 120°�
Б) 60°, 120°, 90°, 90°�
В) 90°, 90°, 90°, 90°�
Г) 150°, 30°, 150°, 30°.

�. Бісектриса кута паралелограма ділить його сторону навпіл. 
·ому дорівнюють сторони паралелограма, якÙо його периметр 
дорівнює 30 см"

А) 5 см, 10 см�  В) 7 см, 8 см�
Б) 6 см, 4 см�  Г) 3 см, 12 см.

�. ·отирикутник є паралелограмом, якÙо:

А) у нього є дві пари рівних сторін�
Б) у нього є дві пари рівних кутів�
В) кожна діагональ ділить його на два рівних трикутники�
Г) у нього три сторони рівні.

�. Яке з даних тверджень неправильне"

А) ·отирикутник, який одночасно є і ромбом, і прямокутни-
ком, x квадрат�

Б) паралелограм, у якого діагоналі рівні й перпендикулярні, x 
квадрат�

В) паралелограм, у якого всі кути прямі й діагоналі рівні, x 
квадрат�

Г) ромб, у якого діагоналі рівні, x квадрат.

3
0

1

4

Рис. 111
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�. У трикутнику $%C точки 0 і 1 належать відповідно сторонам $% 
і %C. Відрізок 01 є середньою лінією, якÙо:
А) 01 __ $C�

Б) 01   1
2
$C�

В) 01   1
2
$C, �%10   �%$C�

Г) 01   1
2
$C, �%10   �%C$.

8. Яку з даних властивостей не може мати трапеція"

А) Протилежні кути рівні�
Б) діагоналі рівні та перпендикулярні�
В) один із кутів при більшій основі більший за один із кутів 

при меншій основі�
Г) середня лінія трапеції дорівнює її висоті.

�. Вписані кути одного кола рівні, якÙо вони:

А) спираються на одну хорду�
Б) мають спільну вершину�
В) спираються на одну дугу�
Г) мають спільну сторону.

��. Навколо чотирикутника C'E) описано коло, �C')   80°, 
�'EC   30°. ·ому дорівнює кут 'C)"

А) 50°�  В) 70°�
Б) 110°�  Г) 90°.

ГОЛОВНЕ В ПАРАГРАФІ 1

±уÌа кутів чотирикутника

Сума кутів чотирикутника дорівнює 360°.

ПаралелограÌ

Паралелограмом називають чотирикутник, у якого кожні дві 
протилежні сторони паралельні.

Властивості паралелограÌа

 x Протилежні сторони паралелограма рівні.
 x Протилежні кути паралелограма рівні.
 x Äіагоналі паралелограма точкою перетину діляться навпіл.
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Висота паралелограÌа

Висотою паралелограма називають перпендикуляр, опуÙений 
з будь-якої точки прямої, яка містить сторону паралелограма, 
на пряму, Ùо містить протилежну сторону.

Ознаки паралелограÌа

 x ЯкÙо в чотирикутнику кожні дві протилежні сторони рівні, 
то цей чотирикутник x паралелограм.

 x ЯкÙо в чотирикутнику дві протилежні сторони рівні та па-
ралельні, то цей чотирикутник x паралелограм.

 x ЯкÙо в чотирикутнику діагоналі точкою перетину діляться 
навпіл, то цей чотирикутник x паралелограм.

ПряÌокутник

Прямокутником називають паралелограм, у якого всі кути 
прямі.

Особлива властивість пряÌокутника

Äіагоналі прямокутника рівні.

Ознаки пряÌокутника

 x ЯкÙо один із кутів паралелограма прямий, то цей паралело-
грам x прямокутник.

 x ЯкÙо діагоналі паралелограма рівні, то цей паралелограм x 
прямокутник.

РоÌб

Ромбом називають паралелограм, у якого всі сторони рівні.

Особлива властивість роÌба

Äіагоналі ромба перпендикулярні та є бісектрисами його кутів.

Ознаки роÌба

 x ЯкÙо діагоналі паралелограма перпендикулярні, то цей па-
ралелограм x ромб.

 x ЯкÙо діагональ паралелограма є бісектрисою його кута, то 
цей паралелограм x ромб.

ªвадрат

Квадратом називають прямокутник, у якого всі сторони рівні.

±ередня лінія трикутника

Середньою лінією трикутника називають відрізок, який спо-
лучає середини двох його сторін.
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Властивість середньої лінії трикутника

Середня лінія трикутника, яка сполучає середини двох його 
сторін, паралельна третій стороні та дорівнює її половині.

ТрапеÖія

Трапецією називають чотирикутник, у якого дві сторони пара-
лельні, а дві інші не паралельні.

Висота трапеÖії

Висотою трапеції називають перпендикуляр, опуÙений з будь-
якої точки прямої, яка містить одну з основ, на пряму, Ùо 
містить другу основу.

±ередня лінія трапеÖії

Середньою лінією трапеції називають відрізок, який сполучає 
середини її бічних сторін.

Властивість середньої лінії трапеÖії

Середня лінія трапеції паралельна основам і дорівнює половині 
їхньої суми.

¶ентральниÉ кут кола

¶ентральним кутом кола називають кут з вершиною в центрі 
кола.

ВписаниÉ кут кола

Вписаним кутом кола називають кут, вершина якого належить 
колу, а сторони перетинають коло.

Градусна Ìіра вписаного кута кола

Градусна міра вписаного кута дорівнює половині градусної міри 
дуги, на яку він спирається.

Властивості вписаних кутів

 x Вписані кути, які спираються на одну й ту саму дугу, рівні.
 x Вписаний кут, який спирається на діаметр (півколо), x пря-
мий.

ªоло� описане навколо чотирикутника

Коло називають описаним навколо чотирикутника, якÙо воно 
проходить через усі його вершини.

Властивість чотирикутника� вписаного в коло 

ЯкÙо чотирикутник є вписаним у коло, то сума його проти-
лежних кутів дорівнює 180°.
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Ознака чотирикутника� навколо якого Ìожна описати коло

ЯкÙо в чотирикутнику сума протилежних кутів дорівнює 180°, 
то навколо нього можна описати коло.

ªоло� вписане в чотирикутник

Коло називають вписаним у чотирикутник, якÙо воно дотика-
ється до всіх його сторін.

Властивість кола� описаного навколо чотирикутника

ЯкÙо чотирикутник є описаним навколо кола, то суми його 
протилежних сторін рівні.

Ознака чотирикутника� у якиÉ Ìожна вписати коло

ЯкÙо в опуклому чотирикутнику суми протилежних сторін 
рівні, то в нього можна вписати коло.
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Опанувавши матеріал цього параграфа, ви дізнаєтеся про властивості 
відрізків, які паралельні прямі відтинають на сторонах кута.

Ви навчитеся серед трикутників знаходити такі, що мають однакову фор- мають однакову фор-ають однакову фор-
му, але різні розміри.

Ознайомитеся з властивістю хорд, які перетинаються, і властивістю до-знайомитеся з властивістю хорд, які перетинаються, і властивістю до-
тичної і січної, проведених до кола через одну точку.

Дізнаєтеся, які трикутники називають подібними, і навчитеся застосову-ізнаєтеся, які трикутники називають подібними, і навчитеся застосову-
вати їхні властивості.



§ 2. Подібність трикутників76

11. Теорема Фалеса. Теорема про пропорційні відрізки

ТеореÌа ��.� �теореÌа ´алеса�. ¿кÙо паралельні прямі� 
які перетинають сторони кута� відтинають на одній його 
стороні рівні відрізки� то вони відтинають рівні відрізки й на 
другій його стороні.

ДовеÃеннÞ.  Нехай маємо кут $2% (рис. 112). Відомо, Ùо 
OA A A A A1 1 2 2 3   A A3 4  ..., A B A B1 1 2 2|| , A B A B2 2 3 3|| , A B A B3 3 4 4|| , ... . 
Äоведемо, Ùо OB B B1 1 2  B B B B2 3 3 4  ... .

Припустимо, Ùо OB B B1 1 2z . Нехай 
серединою відрізка OB2 є деяка точка C1. 
Тоді відрізок A C1 1 x середня лінія три-
кутника A OB2 2. Звідси A C A B1 1 2 2|| . Отже, 
через точку A1  проходять дві прямі, 
паралельні прямій A B2 2, Ùо супере-
чить аксіомі паралельності прямих. Ми  
отримали суперечність. Таким чином, 
OB B B1 1 2 .

Припустимо, Ùо B B B B1 2 2 3z . Нехай 
серединою відрізка %1%3 є деяка точка C2. 
Тоді відрізок A C2 2  x середня лінія тра-
пеції A A B B3 1 1 3. Звідси A C A B2 2 3 3|| .  Та-

ким чином, через точку A2  проходять дві прямі, паралельні пря-
мій A B3 3. Ми отримали суперечність. Отже, B B B B1 2 2 3 .

Аналогічно доводимо, Ùо B B B B2 3 3 4  і т. д. 

Означення. ВідношенняÌ двох відрізків називаÞть від�
ношення їхніх довжин� виражених в одних і тих саÌих одиниÖях 
виÌіру.

ЯкÙо, наприклад, $%   8 см, C'   6 см, то відношення відріз-

ка $% до відрізка C' дорівнює 8
6

. Записують: AB
CD

 8
6

,  тобто AB
CD

 4
3

.

vÇÐË́с nåÐË×сà²иÏ

�ÈÐ. 6�� ¶ ÈÐ. ��� ÊÓ Ò. Ë.�

Давньогрецький філософ, учений, 
купець і державний діяч. Походив 
з Мілета — порту в Малій Азії на 
узбережжі Егейського моря.
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Рис. 11�
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ЯкÙо AB
A B

CD
C D1 1 1 1

 , то говорять, Ùо відрізки 

$% і C' пропорÖіÉні відповідно відрізкам A B1 1  
і C D1 1.

Аналогічно можна говорити про пропорцій-
ність більшої кількості відрізків. Наприклад, 

якÙо AB
A B

CD
C D

MN
M N1 1 1 1 1 1

  ,  то говорять, Ùо відріз-

ки $%, C', 01 пропорційні відповідно відріз-
кам A B1 1,  C D1 1, M N1 1.

ТеореÌа ��.� �теореÌа про пропорÖіÉні відрізки�. ¿кÙо 
паралельні прямі перетинають сторони кута� то відрізки� Ùо 
утворилися на одній стороні кута� пропорційні відповідним 
відрізкам� Ùо утворилися на другій стороні кута.

Äоведення цієї теореми виходить за рамки шкільного курсу 
геометрії. Ми наведемо доведення для окремого випадку.

Нехай сторони кута 021 перетнуто паралельними прямими $$1 
і %%1 (рис. 113). Äоведемо, Ùо:

1) OA
OA

AB
A B1 1 1

 ;  2) OA
OA

OB
OB1 1

 ;  3) OB
OB

AB
A B1 1 1

 .

Äоведемо першу з наведених рівностей (інші дві доводять ана-
логічно).

Нехай для відрізків 2$ і $% існує такий відрізок завдов-
жки l, який укладається ціле число разів у кожному з них. Маємо: 
2$   ml, $%   Ql, де m і Q x деякі натуральні числа.

Тоді відрізки 2$ і $% можна поділити відповідно на m і Q рівних 
відрізків, кожний з яких дорівнює l.

·ерез кінці отриманих відрізків проведемо прямі, паралельні 
прямій BB1 (рис. 114). За теоремою Фалеса ці прямі ділять відрізки 
OA1 і A B1 1  відповідно на m і Q рівних відрізків. Нехай кожний із 

цих відрізків дорівнює l1. Звідси OA ml1 1 , 
A B nl1 1 1 .

Маємо:  OA
AB

ml
nl

m
n

  ,  
OA

A B

ml

nl
m
n

1

1 1

1

1

  .  Звід-

си  OA
AB

OA

A B
 1

1 1

. Тоді OA
OA

AB
A B1 1 1

 .

·ому ж наведені міркування не можна вва-
жати повним доведенням теореми" Річ у тім, 
Ùо не для будь-яких двох відрізків існує від-
різок, Ùо вміÙається в кожному з них ціле 
число разів. Зокрема, для відрізків 2$ і $%

$
1

%
1

2

$

%

0
1

Рис. 11�
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такий відрізок може й не існувати. Äоведення для 
цього випадку виходить за межі розглядуваного 
курсу. 

ЯкÙо рисунок 113 доповнити прямою CC1, 
паралельною прямій BB1 (рис. 115), то, міркуючи 

аналогічно, отримаємо, наприклад, Ùо AB
A B

BC
B C1 1 1 1

 .

Теорема 11.2 залишається справедливою, якÙо 
замість сторін кута взяти дві будь-які прямі.

ТеореÌа ��.�. ³сі три медіани трикутника перетинаються 
в одній точці� яка ділить кожну з ниÕ у відноØенні � � �� раÕу�
ючи від верØини трикутника.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 116 медіани AA1 і BB1 трикутни-
ка $%C перетинаються в точці 0. Äоведемо, Ùо медіана CC1  також 

проходить через точку 0 і BM
MB

AM
MA

CM
MC1 1 1

2
1

   .

Проведемо B K AA1 1|| . Оскільки AB B C1 1 , то за теоремою Фа-

леса A K KC1  , тобто 
A C

A K
1

1

2
1

 .   Оскільки BA A C1 1 , то 
BA

A K
1

1

2
1

 . 

За теоремою про пропорційні відрізки BM
MB

BA

A K1

1

1

2
1

  .

Таким чином, медіана AA1, перетинаючи медіану BB1, ділить її 
у відношенні 2 : 1, рахуючи від вершини %.

Аналогічно можна довести (зробіть це самостійно), Ùо медіа-
на СС1 також ділить медіану BB1 у відношенні 2 : 1, рахуючи від 
вершини % (рис. 117).

А це означає, Ùо всі три медіани трикутника $%C проходять 
через одну точку. Ми довели, Ùо ця точка ділить медіану %%1 
у відношенні 2 : 1. Аналогічно можна довести, Ùо ця точка ділить 
у відношенні 2 : 1 також медіани $$1 і CC1. 
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На рисунку 118 зображено трикутник $%C. 
Точка ' належить стороні $C. У цьому разі 
говорять, Ùо сторони $% і %C прилягаÞть від-
повідно до відрізків $' і 'C.

ТеореÌа ��.� �властивість бісектриси 
трикутника�. ¡ісектриса трикутника ді�
лить його сторону на відрізки� пропорційні 
прилеглим до ниÕ сторонам.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 119 відрізок %' x бісектриса три-

кутника $%C. Äоведемо, Ùо AD
AB

DC
BC

 .

·ерез точку C проведемо пряму, паралельну прямій %'. Нехай 
проведена пряма перетинає пряму $% у точці E. Кути 1 і 2 рівні 
як різносторонні при паралельних прямих %' і CE та січній %C� 
кути 3 і 4 рівні як відповідні при паралельних прямих %' і CE та 
січній $E. Оскільки %' x бісектриса трикутника $%C, то �4   �1. 
Звідси �2   �3. Тоді трикутник C%E рівнобедрений з рівними 

сторонами %C і %E. За теоремою про пропорційні відрізки AD
AB

DC
BE

 . 

Оскільки %E   %C, то AD
AB

DC
BC

 . 

§адача. Поділіть даний відрізок на три рівних відрізки.

¯озвsÞзаннÞ. ·ерез кінець $ даного відрізка $% проведемо 
промінь $C, який не належить прямій $% (рис. 120). Позначимо 
на промені $C довільну точку A1. Потім позначимо точки A2  і A3  
так, Ùоб AA A A A A1 1 2 2 3  . Проведемо відрізок A B3 . ·ерез точки А1  
і A2 проведемо прямі, паралельні прямій A B3 . Вони перетинатимуть 
відрізок $% у точках B1  і B2 відповідно. За теоремою Фалеса 
AB B B B B1 1 2 2  . ~

$

%
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E
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1. Сформулюйте теорему Фалеса.
2. Що називають відношенням двох відрізків?
3. У якому випадку говорять, що відрізки AB і CD пропорційні від-

різкам A1B1 і C1D1?
4. Сформулюйте теорему про пропорційні відрізки.
5. Сформулюйте теорему про перетин медіан трикутника.
6. Сформулюйте властивість бісектриси трикутника.

 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

��8.° Накресліть довільний відрізок і поділіть його на п’ять рівних 
частин.

���.° Накресліть довільний відрізок і поділіть його на сім рівних 
частин.

���.° Накресліть довільний відрізок $% і побудуйте на ньому точ-
ку C таку, Ùо $C : C%   2 : 7.

���.° Накресліть довільний відрізок C' і побудуйте на ньому точ-
ку E таку, Ùо CE : E'   1 : 5.

ВПРАВИ

���.° На рисунку 121 2$1   $1$2   $2$3   $3$4, $1%1 __ $2%2 __ $3%3 __ $4%4, 
2%1   3 см. Знайдіть відрізки %1%2, 2%3, %1%4.

���.° На рисунку 122 $%   %C, E)   5 см. Знайдіть відрізок E'.
���.° Знайдіть відношення відрізків $% і C', якÙо їхні довжини 

відповідно дорівнюють 12 см і 18 см. ·и зміниться це від-
ношення, якÙо довжини даних відрізків виразити в дециме-
трах" у міліметрах"
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���.° ·и пропорційні відрізки $% і C' відповідно відрізкам E) 
і 0., якÙо:
1) $%   16 см, C'   6 см, E)   24 см, 0.   9 см�
2) $%   8 см, C'   20 см, E)   10 см, 0.   35 см"

���.° Серед відрізків $%, C', E), 0., 36 виберіть чотири відрізки 
так, Ùоб два з них були пропорційними двом іншим відріз-
кам, якÙо $%   3 см, C'   16 см, E)   18 см, 0.   36 см, 
36   6 см.

���.° На рисунку 123 %' __ CE, $%   16 см, %C   6 см, $'   8 см. 
Знайдіть відрізок 'E.

��8.° На рисунку 124 $1%1 __ $2%2 __ $3%3, $1$2   9 см, $2$3   15 см, 
%1%2   6 см. Знайдіть відрізок %2%3.

���.° На рисунку 125 'E __ $C, %E   10 см, відрізок %' у два рази 
більший за відрізок $'. Знайдіть відрізок %C.

�8�.° Пряма, паралельна стороні %C трикутника $%C, перети-
нає його сторону $% у точці 0, а сторону $C x у точці ., 
$0   9 см, %0   6 см, .C   8 см. Знайдіть відрізок $..

�8�.° Äоведіть, Ùо середня лінія трикутника $%C, паралельна 
стороні $C, ділить навпіл будь-який відрізок, який сполучає 
вершину % з довільною точкою сторони $C.

�8�.° Відстань від точки перетину діагоналей прямокутника до його 
більшої сторони дорівнює 7 см. Знайдіть довжину меншої 
сторони прямокутника.

�8�.° Висота рівностороннього трикутника дорівнює 12 см. На якій 
відстані від сторін трикутника розташована точка перетину 
його бісектрис"

�8�.° Медіана C' трикутника $%C дорівнює 
9 см. Знайдіть відрізки C2 і 2', де 2 x 
точка перетину медіан трикутника $%C.

�8�.° Відрізок %' є бісектрисою трикутника 
$%C, $%   40 см, $'   30 см, C'   12 см. 
Знайдіть сторону %C.

$

%

C

' E

Рис. 1��
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�8�.° Відрізок $0 x бісектриса трикутника $%C, $%   48 см, 
$C   32 см, %0   18 см. Знайдіть сторону %C.

�8�.x Кінці відрізка, який не перетинає дану пряму, віддалені від 
цієї прямої на 8 см і 14 см. Знайдіть відстань від середини 
цього відрізка до даної прямої.

�88.x Відстань від середини хорди %C до діаметра $C дорівнює 3 см, 
�%$C   30°. Знайдіть хорду $%.

�8�.x Відрізок %0 x висота ромба $%C', проведена до сторони $', 
�$   45°, $0   8 см. Знайдіть відстань від точки перетину 
діагоналей ромба до сторони $'.

���.x У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   %C, $C   8 см, $' x ме-
діана, %E x висота, %E   12 см. Із точки ' опуÙено перпен-
дикуляр ') на сторону $C. Знайдіть відрізок ') і кут $').

���.x Сторона $C трикутника $%C дорівнює 24 см. Сторону $% 
поділили на чотири рівних відрізки та через точки поділу 
провели прямі, паралельні стороні $C. Знайдіть відрізки цих 
прямих, які належать трикутнику.

���.x Основи трапеції дорівнюють 16 см і 28 см. Одну з бічних 
сторін поділили на три рівних відрізки та через точки поділу 
провели прямі, паралельні основам. Знайдіть відрізки цих 
прямих, які належать трапеції.

���.x Сторону 'E трикутника 'E) поділили на три рівних відрізки 
та через точки поділу провели прямі, паралельні стороні '). 
Знайдіть відрізки цих прямих, які належать трикутни-
ку 'E), якÙо ')   15 см.

 ���.x Äоведіть, Ùо середня лінія трапеції ділить її діагоналі 
навпіл.

���.x Середня лінія 0. трапеції $%C' перетинає діагональ $C 
у точці E, 0E   4 см, E.   6 см. Знайдіть основи трапеції.

���.x Äіагоналі трапеції перетинають її середню лінію 0. у точ-
ках E і ). Äоведіть, Ùо 0E   .).

���.x Основи трапеції дорівнюють 12 см 
і 22 см. Знайдіть відрізки, на які 
діагоналі трапеції ділять її середню 
лінію.

��8.x� На рисунку 126 $E __ %) __ C0 __ '., 
$%   25 см, %C   20 см, C'   35 см, 
E.   48 см. Знайдіть відрізки E), )0 
і 0..

$

)

C '

E
0 .

%

Рис. 1�6
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���.x ·ерез точку ', позначену на стороні $C трикутника $%C, про-
ведено пряму, яка паралельна стороні $% і перетинає сторо-
ну %C у точці E. Знайдіть відрізок %E, якÙо $' : 'C   5 : 7, 
%C   36 см.

���.x Точки 0 і . x середини сторін $% і $' паралелограма $%C' 
відповідно. Äоведіть, Ùо точка перетину прямих %. і '0 
належить діагоналі $C.

���.x Äоведіть, Ùо коли дві медіани трикутника рівні, то цей три-
кутник рівнобедрений.

���.x У трикутнику $%C ($%   %C) проведено медіану $0 і висо-
ту %+. Знайдіть висоту %+, якÙо $0   45 см, �C$0   30°.

���.x Äано відрізок $% і точку 2, яка не належить прямій $%. 
Побудуйте трикутник, для якого відрізок $% є стороною, 
а точка 2 x точкою перетину медіан.

���.x Відрізок %' x бісектриса трикутника $%C, $%   28 см, 
%C   20 см, $C   36 см. Знайдіть відрізки $' і C'.

���.x У трикутник $%C вписано ромб C'E) так, Ùо кут C у них 
спільний, а вершини ', E і ) ромба належать відповідно сторо-
нам $C, $% і %C трикутника. Знайдіть сторони $C і %C, якÙо 
$E   30 см, %E   12 см, а периметр трикутника дорівнює 105 см.

���.x Сторони трикутника дорівнюють 39 см, 65 см і 80 см. Коло, 
центр якого належить більшій стороні трикутника, дотика-
ється до двох інших його сторін. На які відрізки центр цього 
кола ділить сторону трикутника"

���.x Точка ' x середина основи $C рівнобедреного трикут-
ника $%C. На стороні $% позначили точку 0 так, Ùо 
$0 : 0%   2 : 7. У якому відношенні пряма %' ділить від-
різок C0"

��8.x У рівнобедреному трикутнику 'E) провели висоту EC до його 
основи та на бічній стороні E) позначили точку $. Відріз-
ки EC і '$ перетинаються в точці 2, причому $2 : 2'   3 : 8. 
Знайдіть відношення E$ : $).

���.x У рівнобедреному трикутнику висота, проведена до основи, 
дорівнює 42 см, а основа відноситься до бічної сторони як 
6 : 11. Знайдіть радіус кола, вписаного в даний трикутник.

���.x Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 60 см, 
а центр вписаного кола ділить медіану, проведену до основи, 
у відношенні 12 : 5. Знайдіть основу трикутника.

���.xx На стороні %C трикутника $%C позначено точку 0 так, Ùо 
%0 : 0C   3 : 10. У якому відношенні відрізок $0 ділить 
медіану %. трикутника $%C"
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���.xx На стороні $% трикутника $%C позначено точку 0 так, Ùо 
$0 : 0%   4 : 3. У якому відношенні медіана %.: 1) ділить 
відрізок C0� 2) ділиться відрізком C0"

 ���.xx Äоведіть, Ùо відрізок, який сполучає середини діаго-
налей трапеції, паралельний її основам і дорівнює половині 
їхньої різниці.

���.xx Äано відрізки a, E, F. Побудуйте відрізок [ такий, Ùо a : [  
  E : F.

���.xx ·ерез точку 2, яка належить даному куту, проведіть відрізок, 
кінці якого належать сторонам даного кута та який ділиться 
точкою 2: 1) навпіл� 2) у відношенні 2 : 3.

���.xx Побудуйте трикутник:
1) за стороною та кутами, які ця сторона утворює з медіанами, 

проведеними до двох інших сторін�
2) за двома медіанами та кутом між ними�
3) за висотою та медіаною, проведеними до однієї сторони, 

і кутом між цією стороною та медіаною, проведеною до 
іншої сторони�

4) за трьома медіанами.
���.xx Побудуйте трикутник:

1) за стороною та медіанами, проведеними до двох інших 
сторін�

2) за висотою, проведеною до однієї зі сторін, і ме-
діанами, проведеними до двох інших сторін.

 ��8.xx На сторонах кута $ позначено точки %1, %2, 

C1, C2 так, Ùо 
AB

B B

AC

C C
1

1 2

1

1 2

  (рис. 127). Äоведіть, 

Ùо %1C1 __ %2C2.
���.
 Бісектриса зовнішнього кута при вершині % три-

кутника $%C перетинає промінь $C у точці '. 
Äоведіть, Ùо $% : %C   $' : C'.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Сторона квадрата $%C' дорівнює a. На дузі $C кола із цен-
тром %, радіус якого дорівнює a, позначено точку E таку, Ùо 
�%EC   75°. Знайдіть відрізок $E.

���. Äіагональ трапеції перпендикулярна до її основ, тупий кут, 
прилеглий до більшої основи, дорівнює 120°, бічна сторона, 
прилегла до цього кута, x 12 см, а більша основа x 16 см. 
Знайдіть середню лінію трапеції.
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Рис. 1��
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 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Рівносторонній трикутник покрито п’ятьма меншими рівними 
між собою рівносторонніми трикутниками. Äоведіть, Ùо для 
покриття досить і чотирьох таких трикутників.

12. Подібні трикутники

На рисунку 128 ви бачите зменшене зображення обкладинки 
підручника з геометрії. Узагалі, у повсякденному житті ви часто 
стикаєтеся з об’єктами, які мають однакову форму, але різні роз-, які мають однакову форму, але різні роз-
міри (рис. 129).

    

Рис. 1�8 Рис. 1��

Геометричні фігури, які мають однакову форму, називають по�
дібниÌи. Наприклад, подібними є будь-які два кола, два квадрати, 
два рівносторонніх трикутники (рис. 130).

На рисунку 131 зображено трикутники $%C і A B C1 1 1, у яких 
рівні кути: � ��A A1,  � ��B B1,  � ��C C1.

Сторони $% і A B1 1  лежать проти рівних кутів C і C1. Такі сто-
рони називають відповідниÌи. Відповідними також є сторони %C 
і B C1 1, C$ і C A1 1.
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Означення. ¤ва трикутники називаÞть подібниÌи� якÙо їхні 
кути відповідно рівні та сторони одного трикутника пропорÖіÉні 
відповідниÌ сторонаÌ другого трикутника.

Наприклад, на рисунку 132 зображено трикутники $%C і $1%1C1, 

у яких � ��A A1, � ��B B1, � ��C C1  і 
AB

A B
BC

B C
CA

C A1 1 1 1 1 1

2   . За озна-

ченням ці трикутники подібні. Пишуть: '$%C " '$1%1C1 (читають: 
«трикутник $%C подібний трикутнику $1%1C1»).

·исло 2, якому дорівнює відношення відповідних сторін, на-
зивають коеÔіÖі�нтоÌ подібності. Говорять, Ùо трикутник $%C 
подібний трикутнику $1%1C1 із коефіцієнтом подібності, який до- коефіцієнтом подібності, який до-коефіцієнтом подібності, який до-

рівнює 2. Пишуть: '$%C "
2
 '$1%1C1.

Оскільки 
A B

AB

B C

BC

C A

CA
1 1 1 1 1 1 1

2
   , то можна також сказати, Ùо 

трикутник $1%1C1 подібний трикутнику $%C із коефіцієнтом подіб-

ності 1
2

. Пишуть: '$1%1C1 

1
2

" '$%C.

З означення рівних трикутників випливає, Ùо будь-які два рів-
них трикутники подібні з коефіцієнтом подібності, який дорівнює 1.

ЯкÙо '$%C " '$1%1C1 і '$1%1C1 " '$2%2C2, то '$%C " '$2%2C2. 
Äоведіть цю властивість самостійно.

«еÌа 1 про подібні  трикутники. ¯ряма� яка паралельна 
стороні трикутника та перетинає дві інØиÕ його сторони� 
відтинає від даного трикутника йому подіÁний.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 133 зображено трикутник $%C, від-
різок A C1 1  паралельний стороні $C. Äоведемо, Ùо '$1%C1 " '$%C.

Кути $ і $1, C і C1 рівні як відповідні при паралельних прямих 
$1C1 і $C та січних $% і C% відповідно. Отже, кути трикутників, 
Ùо розглядаються, відповідно рівні.

C
1

$
1

%
1

C$

%

C
2

C
1$

1

%

C$

Рис. 1�� Рис. 1��

1 «еÌоÞ називають допоміжну теорему, яку використовують для до-
ведення інших теорем.



12.  Подібні трикутники 87

Покажемо, Ùо сторони %$ і %C пропорційні відповідно сторонам 
BA1 і BC1.

Із теореми про пропорційні відрізки (теорема 11.2) випливає, 

Ùо BA
BC

BA

BC
 1

1

. Звідси BA
BA

BC
BC1 1

 .

Проведемо C C AB1 2 || . Отримуємо: BC
BC

AC
AC1 2

 . За означенням чо-

тирикутник AA C C1 1 2  x паралелограм. Тоді AC A C2 1 1 . Звідси 
BC
BC

AC
A C1 1 1

 .

Таким чином, ми довели, Ùо BA
BA

BC
BC

AC
A C1 1 1 1

  .

Отже, у трикутниках $1%C1 і $%C кути відповідно рівні та від-
повідні сторони пропорційні. Тому за означенням ці трикутники 
подібні. 

  §адача. Äоведіть, Ùо відношення периметрів подібних 
трикутників дорівнює коефіцієнту подібності.

¯озвsÞзаннÞ. Нехай трикутник $1%1C1 подібний трикутни-

ку $%C із коефіцієнтом подібності N. Тоді 
A B

AB

B C

BC

A C

AC
k1 1 1 1 1 1   , 

звідки $1%1   Næ$%, %1C1   Næ%C, $1C1   Næ$C.
Позначимо буквою 31 периметр трикутника $1%1C1, буквою 3 x 

периметр трикутника $%C. Маємо:
31   $1%1 � %1C1 � $1C1   Næ$% � Næ%C � Næ$C   N ($% � %C �

� $C)   N3, тобто 
P

P
k1  . ~

1. Які два трикутники називають подібними?
2. Як знайти коефіцієнт подібності двох подібних трикутників?
3. Сформулюйте лему про подібні трикутники.

ВПРАВИ

���.° На рисунку 134 зображено подіб-
ні трикутники $%C і 'E), рівні 
кути яких позначено однаковою 
кількістю дужок. Які сторони цих 
трикутників пропорційні" Запи-
шіть відповідні рівності.

?

C

$

%
' E

)

Рис. 1��
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���.° ·и подібні трикутники $%C і 01., якÙо �$   40°, �%   82°, 
�0   40°, �.   58°, $%   2,4 см, %C   2,1 см, $C   3,9 см, 
01   3,2 см, 1.   2,8 см, 0.   5,2 см"

���.° Відомо, Ùо ''E) 
0 3,
" '0C3, причому стороні 'E відповідає 

сторона 0C, стороні ') x сторона 03, 0C   12 см, 03  
  8 см, E)   4,5 см. Знайдіть невідомі сторони даних трикут-
ників.

���.° Відомо, Ùо '$%C " '$1%1C1, причому �$   �$1, �%   �%1, 
$%   6 см, %C   7 см, $C   10 см, $1%1   9 см. Знайдіть сто-
рони %1C1 і $1C1.

���.° Знайдіть кути трикутника $1%1C1, якÙо '$%C " '$1%1C1, 
причому стороні $% відповідає сторона $1%1, стороні %C x 
сторона %1C1, �$   25°, �%   70°.

��8.° Сторони 0. і 'E, .7 і E) x відповідні сторони подібних 
трикутників 0.7 і 'E), 0.   18 см, .7   16 см, 07   28 см, 
0. : 'E   4 : 5. Знайдіть сторони трикутника 'E).

���.° На рисунку 135 $% __ C'. Знайдіть на цьо-
му рисунку подібні трикутники. Запишіть 
пропорції, які починаються з відношення: 

1) AE
CE

; 2) CD
AB

; 3) AB
AE

.

���.° Пряма, паралельна стороні $C трикутни-
ка $%C, перетинає сторону $% у точці ', 
а сторону %C x у точці E. Знайдіть:
1) відрізок %', якÙо $%   16 см, $C   20 см, 'E   15 см�
2) відрізок $', якÙо $%   28 см, %C   63 см, %E   27 см.

���.° У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   6 см. ·ерез точку 0 
сторони $% проведено пряму, яка паралельна стороні %C 
і перетинає сторону $C у точці .. Знайдіть невідомі сторони 
трикутника $%C, якÙо $0   4 см, 0.   8 см, $.   9 см.

���.° Знайдіть висоту вежі (рис. 136), якÙо відстані від спостерігача 
до жердини та до вежі відповідно дорівнюють 1,5 м і 39 м, 
висота жердини x 3 м, а зріст спостерігача x 1,8 м.

Рис. 1�6

C$
E

%

'

Рис. 1��
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���.° Продовження бічних сторін $% і C' трапеції $%C' перети-
наються в точці E. Знайдіть відрізок CE, якÙо 'E   40 см, 
%C : $'   4 : 5.

���.° Продовження бічних сторін $% і C' трапеції $%C' перети-
наються в точці 0. Знайдіть меншу основу трапеції, якÙо 
більша основа $' дорівнює 42 см, $%   9 см, %0   54 см.

���.° Користуючись означенням подібних трикутників, доведіть, 
Ùо будь-які два рівносторонніх трикутники подібні.

���.x Точки 0 і . x середини сторін C' і $' квадрата $%C' від-
повідно. Користуючись означенням подібних трикутників, 
доведіть, Ùо '0'. " '%C'.

���.x Сторони трикутника відносяться як 5 : 4 : 7. Знайдіть сторони 
подібного йому трикутника, у якого: 1) периметр дорівнює 
64 см� 2) менша сторона дорівнює 24 см.

��8.x Сторони даного трикутника дорівнюють 15 см, 25 см і 35 см. 
Знайдіть сторони подібного йому трикутника, у якого: 1) пе-
риметр дорівнює 45 см� 2) різниця найбільшої і найменшої 
сторін становить 16 см.

���.x На рисунку 137 зображено трикутник $%C і вписаний у ньо-
го ромб %'E.. Знайдіть сторону ромба, якÙо $%   10 см, 
%C   15 см.

E$ C

%

'
.

1% C

0

$

.

Рис. 1�� Рис. 1�8

���.x На рисунку 138 зображено прямокутний трикутник $%C 
(�%   90°) і вписаний у нього квадрат %0.1. Знайдіть від-
різок C1, якÙо %0   6 см, $%   10 см.

���.x Äва кола із центрами 21 і 22 та радіусами 8 см і 12 см від-
повідно мають тільки одну спільну точку $ (точка А лежить 
між точками 21 і 22). �хня спільна зовнішня дотична пере-
тинає пряму 2122 у точці %. Знайдіть відстані від точки % до 
центрів даних кіл.

���.xx Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 48 см. ·ерез 
середину висоти трикутника, опуÙеної на його основу, про-
ведено пряму, паралельну бічній стороні. Знайдіть периметр 
трикутника, який ця пряма відтинає від даного.
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���.xx У рівнобедрений трикутник, основа якого дорівнює 12 см, 
а бічна сторона x 18 см, вписано коло. Знайдіть відстань між 
точками дотику цього кола до бічних сторін трикутника.

���.
 У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   8 см, %C   12 см, 
�$%C   120°, %' x бісектриса. Знайдіть відрізок %'.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Сторона %C паралелограма $%C' у 2 ра-
зи більша за сторону $%. Бісектриси 
кутів $ і % паралелограма перетинають 
пряму C' у точках 0 і . відповідно 
(рис. 139). Знайдіть сторони паралело-
грама, якÙо 0.   18 см.

���. Äіагоналі прямокутника $%C' пере-
тинаються в точці 2, кут $2' на 60° 
більший за кут $2%, $C   24 см. Знай-
діть периметр трикутника C2'.

���. Коло, центр якого належить стороні $% трикутника $%C, про-
ходить через точку %, дотикається до сторони $C у точці  C 
і перетинає сторону $% у точці ', причому $' : %'   1 : 2. 
Знайдіть кути: 1) трикутника $%C� 2) трикутника %C'.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

��8. На плоÙині позначили 25 точок так, Ùо серед будь-яких трьох 
із них знайдуться дві точки, відстань між якими менша від 
одиниці. Äоведіть, Ùо існує коло одиничного радіуса, яке 
містить не менше ніж 13 даних точок.

13. Перша ознака подібності трикутників

ЯкÙо для трикутників $%C і A B C1 1 1  виконуються умови �$  

  �$1, � ��B B1,  � ��C C1, 
AB

A B
BC

B C
CA

C A1 1 1 1 1 1

  , то за означенням ці 

трикутники подібні.

.

$

C
%

'

0

Рис. 1��
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·и можна за меншою кількістю умов визначати подібність 
трикутників" На це запитання відповідають ознаки подібності 
трикутників.

ТеореÌа ��.� �перша ознака подібності  трикутників� 
за двоÌа кутаÌи�. ¿кÙо два кути одного трикутника дорів�
нюють двом кутам другого трикутника� то такі трикутники 
подіÁні.

ДовеÃеннÞ.  Розглянемо трикутники $%C і $1%1C1, у яких 
� ��A A1,  � ��B B1. Äоведемо, Ùо '$%C " '$1%1C1.

ЯкÙо AB A B 1 1, то трикутники $%C і $1%1C1 рівні за другою 
ознакою рівності трикутників, а отже, ці трикутники подібні.

Нехай, наприклад, $% ! A B1 1. Відкладемо на стороні %$ від-
різок BA2,  який дорівнює стороні B A1 1. ·ерез точку A2  проведемо 
пряму A C2 2, паралельну стороні $C (рис. 140).

Кути $ і %$2C2 є відповідними при паралельних прямих A C2 2  
і $C та січній AA2. Звідси �$   �%$2C2. Але � ��A A1. Отримуємо, 
Ùо �$1   �%$2C2. Таким чином, трикутники $2%C2 і $1%1C1 рівні 
за другою ознакою рівності трикутників. За лемою про подібні 
трикутники '$2%C2 " '$%C. Отже, '$%C " '$1%1C1. 

§адача �. Середня лінія трапеції $%C' (%C __ $') дорівнює 
24 см, а її діагоналі перетинаються в точці 2. Знайдіть основи 
трапеції, якÙо $2 : 2C   5 : 3.

¯озвsÞзаннÞ. Розглянемо трикутники $2' і C2% (рис. 141). 
Кути $2' і %2C рівні як вертикальні, кути C$' і $C% рівні як 
різносторонні при паралельних прямих %C і $' та січній $C. Отже, 
трикутники $2' і C2% подібні за двома кутами.

Тоді AD
BC

AO
CO

  5
3

.

C
2

$
2

C$

%

C
1

$
1

%
1

'$

%

2

C

Рис. 1�� Рис. 1�1
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Нехай %C   3[ см, тоді $'   5[ см.
Оскільки середня лінія трапеції дорівнює 24 см, то %C � $'  

  48 см.
Маємо: 3[ � 5[   48. Звідси [   6.
Отже, %C   18 см, $'   30 см.
В�ÃÎов�Ãь: 18 см, 30 см. ~

 §адача � (властивість хорд, які перетинаються). 
Äоведіть, Ùо коли хорди $% і C' кола перетинаються в точці 0, 
то $0æ0%   '0æ0C (рис. 142).

C

$

%

'

0

1

23
4

C$ %

0

Рис. 1�� Рис. 1��

¯озвsÞзаннÞ. Розглянемо трикутники $C0 і '%0. Кути 3 і 4 
рівні як вертикальні, кути 1 і 2 рівні як вписані кути, Ùо спира-
ються на одну й ту саму дугу. Отже, трикутники $C0 і '%0 по-

дібні за першою ознакою подібності трикутників. Тоді AM
DM

MC
MB

 . 

Звідси $0æ0%   '0æ0C. ~

 §адача � (властивість дотичної та січної). Äоведіть, 
Ùо коли через точку $ до кола проведено дотичну $0 (0 x точка 
дотику) і пряму (січну), яка перетинає коло в точках % і C (рис. 143), 
то AM AC AB2  æ .

¯озвsÞзаннÞ. Розглянемо трикутники $0% і $C0. У них кут $ 
спільний. За властивістю кута між дотичною та хордою (див. клю-

чову задачу 1 п. 9) � � �AMB MB1
2

. Кут 0C% вписаний. Він спи-

рається на дугу 0%, тому � � �MCB MB1
2

. Звідси �$0%   �0C%. 

Отже, трикутники $0% і $C0 подібні за першою ознакою подіб-

ності трикутників. Тоді AM
AC

AB
AM

 . Звідси AM AC AB2  æ . ~
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1. Сформулюйте першу ознаку подібності трикутників.
2. Сформулюйте властивість хорд, які перетинаються.
3. Сформулюйте властивість дотичної та січної, проведених до кола 

через одну точку.

ВПРАВИ

���.° На рисунку 144 �%$C   �%E'. ·и подібні трикутники $%C 
і E'%" У разі ствердної відповіді вкажіть пари відповідних 
сторін.

C$

%

E

'

$%

'

)

C

E C$

%

'

Рис. 1�� Рис. 1�� Рис. 1�6

���.° На рисунку 145 'E A $%, %C A $'. Укажіть усі пари подіб-
них трикутників, які зображено на цьому рисунку.

���.° На рисунку 146 �$%C   �%'C. Які трикутники на цьому 
рисунку подібні" Запишіть рівність відношень їхніх відпо-
відних сторін.

���.° Укажіть пари подібних трикутників, зображених на рисун-
ку 147, знайдіть довжину відрізка [ (розміри дано в санти-
метрах).

3

E'

%

C

$

6

5
4

[

E$

%

'

C

[
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а À

Рис. 1��
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���.° У трикутниках $%C і $1%1C1 відомо, Ùо 
�$   �$1, �%   �%1, $%   6 см, %C   8 см, 
$1%1   9 см, $1C1   18 см. Знайдіть невідомі 
сторони даних трикутників.

���.° На стороні C' паралелограма $%C' 
(рис. 148) позначено точку E, прямі %E 
і $' перетинаються в точці ), CE   8 см, 
'E   4 см, %E   10 см, $'   9 см. Знайдіть відрізки E) і )'.

���.° У трапеції $%C' (%C __ $') відомо, Ùо $'   20 см, %C   15 см, 
2 x точка перетину діагоналей, $2   16 см. Знайдіть 2C.

���.° Äіагоналі трапеції $%C' з основами %C і $' перетина-
ються в точці 2. Знайдіть основу $', якÙо %2 : 2'   3 : 7, 
%C   18 см.

���.° ·и подібні два прямокутних трикутники, якÙо серед кутів 
одного з них є кут, який дорівнює 38°, а серед кутів друго-
го x кут, який дорівнює 52°"

 ��8.° Äоведіть, Ùо два рівнобедрених трикутники подібні, 
якÙо кути, протилежні їхнім основам, рівні.

���.° ·и можна стверджувати, Ùо два рівнобедрених трикутники 
подібні, якÙо в них є: 1) по рівному гострому куту� 2) по 
прямому куту� 3) по рівному тупому куту"

���.° Кут між бічною стороною та основою одного рівнобедреного 
трикутника дорівнює куту між бічною стороною та основою 
другого рівнобедреного трикутника. Бічна сторона та основа 
першого трикутника дорівнюють 18 см і 10 см відповідно, 
а основа другого x 8 см. Знайдіть бічну сторону другого 
трикутника.

���.° Із вершини прямого кута трикутника опуÙено висоту на 
гіпотенузу. Скільки подібних трикутників утворилося при 
цьому"

���.° Сторони паралелограма дорівнюють 20 см і 14 см, висота, 
проведена до більшої сторони, дорівнює 7 см. Знайдіть висоту 
паралелограма, проведену до меншої сторони.

���.x У трапеції $%C' з основами %C і $' діагоналі перетинаються 
в точці 2, %2   4 см, 2'   20 см, $C   36 см. Знайдіть від-
різки $2 і 2C.

���.x У трапеції $%C' (%C __ $') відомо, Ùо $'   18 см, %C   14 см, 
$C   24 см. Знайдіть відрізки, на які точка перетину діаго-
налей ділить діагональ $C.

 ���.x Äоведіть, Ùо в подібних трикутниках бісектриси, про-
ведені з вершин відповідних кутів, відносяться як відповідні 
сторони.

$

% C

)'

E

Рис. 1�8
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 ���.x Äоведіть, Ùо в подібних трикутни-
ках висоти, проведені з вершин відпо-
відних кутів, відносяться як відповідні 
сторони.

���.x Основи %C і $' трапеції $%C' дорівню-
ють відповідно 28 см і 63 см, �$%C  
  �$C'. Знайдіть діагональ $C.

��8.x На стороні $C трикутника $%C позна-
чили точку ' таку, Ùо �$%'   �C, 
$%   20 см, %C   28 см, $C   40 см. Знай-
діть невідомі сторони трикутника $%'.

���.x Гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює 20 см, а біль-
ший катет x 16 см. Знайдіть відрізки, на які серединний 
перпендикуляр гіпотенузи ділить більший катет.

���.x Поясніть за допомогою рисунка 149, як можна знайти ши-
рину %0 річки, використовуючи подібність трикутників.

���.x Зображення дерева, віддаленого на 60 м від об’єктива фото-
апарата, має на плівці висоту 8 мм (рис. 150). Відстань від 
об’єктива до зображення дорівнює 40 мм. Яка висота дерева"

8
м

м

40
мм 60 м

Рис. 1��

���.x Знайдіть висоту дерева, якÙо довжина його тіні дорівнює 
8,4 м, а довжина тіні від вертикального стовпа заввишки 
2 м у той самий час доби дорівнює 2,4 м (рис. 151).

2
 м

2,4 м 8,4 м

Рис. 1�1

$

%

C0

.

Рис. 1��



§ 2. Подібність трикутників96

���.x ·и може пряма перетинати дві сторони рівнобедреного три-
кутника, відтинаючи від нього трикутник, йому подібний, 
і не бути паралельною третій стороні"

���.x Хорди $% і C' кола перетинаються в точці 0, $0   6 см, 
%0   14 см, C0   12 см. Знайдіть відрізок '0.

���.x Хорди 0. і 13 кола перетинаються в точці ), 0)   9 см, 
.)   12 см, а відрізок 1) у 3 рази довший за відрізок 3). 
Знайдіть довжину хорди 13.

���.x Точка . ділить хорду $C кола навпіл, а хорду 'E x на від-
різки завдовжки 2 см і 32 см. Знайдіть довжину хорди $C.

���.xx Точка E ділить хорду C' кола на відрізки завдовжки 15 см 
і 16 см. Знайдіть радіус кола, якÙо відстань від точки E до 
центра кола дорівнює 4 см.

��8.xx Точка 3 ділить хорду 0. кола на два відрізки завдовжки 
8 см і 12 см. Знайдіть відстань від точки 3 до центра кола, 
якÙо його радіус дорівнює 11 см.

���.xx ·ерез точку $ проведено до кола дотичну $0 (0 x точка 
дотику) і січну, яка перетинає коло в точках . і 3 (точка . 
лежить між точками $ і 3). Знайдіть відрізок .3, якÙо 
$0   12 см, $3   18 см.

�8�.xx ·ерез точку $, яка лежить поза колом, проведено дві прямі, 
одна з яких дотикається до кола в точці %, а друга перетинає 
коло в точках C і ' (точка C лежить між точками $ і '), 
$%   18 см, $C : C'   4 : 5. Знайдіть відрізок $'.

�8�.xx ·ерез точку $, Ùо лежить поза колом 
(рис. 152), проведено дві прямі, одна 
з яких перетинає коло в точках % і C 
(точка % лежить між точками $ і C), 
а друга x у точках ' і E (точка ' ле-
жить між точками $ і E).

 1) Äоведіть, Ùо $%æ$C   $'æ$E.
2) Знайдіть відрізок $E,  якÙо  $%   18 см,  %C   12 см 

і $' : 'E   5 : 7.
�8�.xx У колі, радіус якого дорівнює 8 см, проведено хорду $%. На 

прямій $% поза відрізком $% позначили точку C таку, Ùо 
$C : %C   1 : 4. Знайдіть відстань від точки C до центра кола, 
якÙо $%   9 см.

�8�.xx У трикутник $%C вписано квадрат так, Ùо дві його сусідні 
вершини належать стороні $C, а дві інші x сторонам $% і %C 
відповідно. Знайдіть сторону квадрата, якÙо $C   a, а висота, 
проведена до сторони $C, дорівнює K.

$

%

C

'
E

Рис. 1��
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�8�.xx У трикутнику $%C відомо, Ùо %C   72 см, $' x висота, 
$'   24 см. У даний трикутник вписано прямокутник 01.3 
так, Ùо вершини 0 і 3 належать стороні %C, а вершини 1 
і . x сторонам $% і $C відповідно. Знайдіть сторони прямо-
кутника, якÙо 03 : 01   9 : 5.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

�8�. Знайдіть кути паралелограма, якÙо кут між його висотами, 
проведеними з однієї вершини, дорівнює: 1) 20°� 2) 130°.

�8�. Äва кола із центрами 21 і 22, радіуси яких рівні, перети-
наються в точках $ і %. Відрізок 2122 перетинає дані кола 
в точках C і '. Äоведіть, Ùо чотирикутник $C%' x ромб.

�8�. Один із кутів прямокутної трапеції дорівнює 135°, середня 
лінія x 21 см, а основи відносяться як 5 : 2. Знайдіть меншу 
бічну сторону трапеції.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

�88. Як два рівних опуклих чотирикутники розрізати на частини, 
з яких можна скласти паралелограм"

  ТЕОРЕМА МЕНЕЛАЯ

Точки, які належать одній прямій, називають колінеарниÌи. 
Äві точки колінеарні завжди.

У цьому оповіданні ви дізнаєтеся про одну знамениту теорему, 
яка слугує критерієм колінеарності трьох точок. ¶я теорема носить 
ім’я давньогрецького математика й астронома Менелая Алексан-
дрійського (ІwІІ ст. н. е.).

ТеореÌа Менелая. ­а сторонаÕ $% і %& трикутника $%& 
позначено відповідно точки &� і $�� а на продовженні сторо�
ни $± x точку %�. ¤ля того ÙоÁ точки $�� %�� &� лежали на 
одній прямій� неоÁÕідно і достатньо� ÙоÁ виконувалася рівність
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Рис. 1��

ДовеÃеннÞ. Спочатку доведемо необхідну умову колінеарно-
сті: якÙо точки $1, %1, C1 лежать на одній прямій, то виконується 
рівність (
).

Із вершин трикутника $%C опустимо перпендикуляри $0, %1 
і C3 на пряму C B1 1 (рис. 153, а). Оскільки �0C1$   �1C1%, то 
трикутники $0C1 і %1C1 подібні за першою ознакою подібності 

трикутників. Звідси 
AC

C B
AM
BN

1

1

 . Із подібності трикутників BNA1  

і CPA1  отримуємо: 
BA

A C
BN
CP

1

1

 . Із подібності трикутників B CP1  

і B AM1  випливає рівність 
CB

B A
CP
AM

1

1

 . Перемноживши почленно ліві 

та праві частини пропорцій 
AC

C B
AM
BN

1

1

 , 
BA

A C
BN
CP

1

1

 , 
CB

B A
CP
AM

1

1

 , отри-

муємо рівність 
AC
C B

BA
A C

CB
B A

AM
BN

BN
CP

CP
AM

1

1

1

1

1

1

1æ æ æ æ  .

Тепер доведемо достатню умову колінеарності: якÙо виконується 
рівність (
), то точки $1, %1, C1 лежать на одній прямій.

Нехай пряма C B1 1 перетинає сторону %C трикутника $%C у де-
якій точці $2 (рис. 153, À). Оскільки точки C1, $2, %1 лежать на одній 

прямій, то з доведеного виÙе можна записати: 
AC

C B

BA

A C

CB

B A
1

1

2

2

1

1

1æ æ  . 

Зіставляючи цю рівність з рівністю (
), доходимо висновку, Ùо 
BA

A C

BA

A C
1

1

2

2

 , тобто точки A2  і A1  ділять відрізок %C в одному й тому 

самому відношенні, а отже, ці точки збігаються. 
Звідси випливає, Ùо пряма C B1 1 перетинає сторо-
ну %C у точці A1. 

Зауважимо, Ùо теорема залишається справед-
ливою і тоді, коли точки $1, %1, C1 лежать не на 
сторонах трикутника $%C, а на їхніх продовжен-
нях (рис. 154).
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ВПРАВИ

�. Спільні дотичні до трьох кіл перетинаються в точках $, % 
і C (рис. 155). Äоведіть, Ùо ці точки колінеарні. 

Вказ�вка. Застосуйте теорему Менелая до трикутника O O O1 2 3  
та точок $, %, C, які лежать на продовженнях його сторін.

$

2
2

%

C

2
1

2
3

Рис. 1��

�. Коло із центром O1  дотикається до двох кіл із центрами O2 і O3 
у точках % і $ відповідно (рис. 156). Äоведіть, Ùо точка C x 
точка перетину спільних дотичних до кіл із центрами O2 
і O3 x належить прямій $%.

�. У точках $, %, C проведено дотичні до кола (рис. 157). Äоведіть, 
Ùо точки 0, 1 і 3 колінеарні. 

Вказ�вка. Застосовуючи теорему Менелая до трикутника $%C, 
скористайтеся ключовою задачею 3 п. 13.
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�. Пряма перетинає сторони $%, %C і продовження сторони $C 
трикутника $%C відповідно в точках ', E, ). Äоведіть, Ùо се-
редини відрізків 'C, $E, %) лежать на одній прямій (цю пряму 
називають ÎрÞËоÝ Гаусса). 

Вказ�вка. Застосуйте теорему Менелая до трикутника, вершини 
якого є серединами сторін трикутника $%C.

lÇÕÐ vÕåÊÕåÙ eÇ¿сс

(1777–1855)

Видатний німецький математик, 
астроном, фізик, геодезист.
У його творчості органічно 
поєднувалися дослідження 
з теоретичної та прикладної 
математики. Праці Гаусса справили 
значний вплив на подальший 
розвиток алгебри, теорії чисел, 
геометрії, теорії електрики 
та магнетизму.

  ТЕОРЕМА ПТОЛЕМЕЯ

ТеореÌа ПтолеÌея. ¤оÁуток діагоналей вписаного в коло 
чотирикутника дорівнює сумі доÁутків його протилежниÕ 
сторін.

ДовеÃеннÞ. На рисунку 158 зображено вписаний у коло чотири-
кутник $%C'. Äоведемо, Ùо $%æ'C � %Сæ$'   %'æ$C.

lÐÇÉÊåÏ q×ÓÐËÑËÏ

(бл. 100 — бл. 178)

Давньогрецький математик  
і астроном. Автор геоцентричної 
моделі Всесвіту. Розробив 
математичну теорію руху планет, 
яка дає змогу обчислювати 
їхнє положення. Створив прообраз 
сучасної системи координат.
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На діагоналі $C позначимо точку . так, Ùо �1   �2. Кути 3 
і 4 рівні як вписані кути, Ùо спираються на одну й ту саму дугу. 
Отже, трикутники $%. і '%C подібні за першою ознакою подіб-
ності трикутників (кути 3 і 4 рівні як вписані, Ùо спираються на 

одну й ту саму дугу). Звідси AB
BD

AK
DC

 , тобто

$%æ'C   %'æ$..                            (1)
Оскільки �1   �2, то �$%'   �.%C. Кути 5 і 6 рівні як впи-

сані кути, Ùо спираються на одну й ту саму дугу. Тому 

'.%C " '$%'. Звідси BC
BD

KC
AD

 , тобто

%Cæ$'   %'æ.C.                            (2)  
Äодавши рівності (1) і (2), отримаємо:
$%æ'C � %Cæ$'   %'æ$. � %'æ.C, тобто

$%æ'C � %Cæ$'   %' ($. � .C)   %'æ$C. 

C$

%

'

.

1

3 6

5

2

4

C$

%

'

E)

*

Рис. 1�8 Рис. 1��

ВПРАВИ

�. Нехай 0 x довільна точка кола, описаного навколо рівносто-
роннього трикутника $%C. Äоведіть, Ùо один із відрізків 0$, 
0%, 0C дорівнює сумі двох інших.

�. На колі позначено точки $, %, C, ' так, Ùо �$%   �%C   �C'. 
Äоведіть, Ùо AC AB BC AD2 � �æ( ).

�. На рисунку 159 зображено вписаний у коло семикутник 

$%C'E)*, у якого всі сторони рівні. Äоведіть, Ùо 1 1 1
AC AD AB

� � .



§ 2. Подібність трикутників102

14. Друга та третя ознаки подібності трикутників

ТеореÌа ��.� �друга ознака подібності  трикутників� 
за двоÌа сторонаÌи та кутоÌ Ìіж ниÌи�.  ¿кÙо дві сто�
рони одного трикутника пропорційні двом сторонам другого 
трикутника та кути� утворені цими сторонами� рівні� то такі 
трикутники подіÁні.

ДовеÃеннÞ.  Розглянемо трикутники $%C і A B C1 1 1, у яких 
AB

A B
BC

B C
k

1 1 1 1

   і � ��B B1. Äоведемо, Ùо '$%C " '$1%1C1.

ЯкÙо N   1, то AB A B 1 1 і BC B C 1 1, а отже, трикутники $%C 
і $1%1C1 рівні за першою ознакою рівності трикутників, тому ці 
трикутники подібні.

Нехай, наприклад, N ! 1, тобто $% ! A B1 1  і %C ! B C1 1. На сто-
ронах %$ і %C позначимо відповідно точки A2 і C2 так, Ùо BA A B2 1 1  

і BC B C2 1 1  (рис. 160). Тоді AB
BA

BC
BC2 2

 .

Покажемо, Ùо A C AC2 2 || . Припустимо, 
Ùо це не так. Тоді на стороні %C позна-
чимо точку 0 таку, Ùо A M AC2 || . Має-

мо: AB
BA

BC
BM2

 . Але AB
BA

BC
BC2 2

 , тоді BC
BC2

  

 BC
BM

, тобто BC BM2  . Отже, буквами 0 

і C2 позначено одну й ту саму точку. Тоді 
A C AC2 2 || .

За лемою про подібні трикутники отри-
муємо, Ùо '$%C " '$2%C2. Трикутники 

$2%C2 і $1%1C1 рівні за першою ознакою рівності трикутників. 
Звідси '$%C " '$1%1C1. 

ТеореÌа ��.� �третя ознака подібності трикутників� за 
трьоÌа сторонаÌи�.  ¿кÙо три сторони одного трикутника 
пропорційні трьом сторонам другого трикутника� то такі 
трикутники подіÁні.

ДовеÃеннÞ.  Розглянемо трикутники $%C і A B C1 1 1, у яких 
AB

A B
BC

B C
CA

C A
k

1 1 1 1 1 1

   . Äоведемо, Ùо '$%C " '$1%1C1.

ЯкÙо N   1, то трикутники $%C і $1%1C1 рівні за третьою озна-
кою рівності трикутників, а отже, ці трикутники подібні.
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Нехай, наприклад, N ! 1. На сторонах %$ і %C позначимо від-
повідно точки A2  і C2 такі, Ùо BA A B2 1 1 , BC B C2 1 1  (рис. 161). 

Тоді AB
BA

BC
BC2 2

    N. У трикутниках $%C і $2%C2 кут % спільний, 

прилеглі до нього сторони пропорційні. Отже, за другою ознакою 
подібності трикутників ці трикутники подібні, причому коефіцієнт 

подібності дорівнює N. Тоді CA
C A

k
2 2

 . Ураховуючи, Ùо за умовою 

CA
C A

k
1 1

 , отримуємо: A C A C1 1 2 2 . Отже, трикутники $2%C2 і $1%1C1 

рівні за третьою ознакою рівності трикутників. З урахуванням того, 
Ùо '$%C " '$2%C2, отримуємо: '$%C " '$1%1C1. 

C
1

C
2

$
1

$
2

%
1

C$

%

C
1

$
1

C$

%

Рис. 161 Рис. 16�

§адача. Äоведіть, Ùо відрізок, який сполучає основи двох висот 
гострокутного трикутника, відтинає трикутник, подібний даному.

¯озвsÞзаннÞ. На рисунку 162 відрізки AA1 і CC1  x висоти 
трикутника $%C. Äоведемо, Ùо '$1%C1 " '$%C.

У прямокутних трикутниках ABA1  і CBC1 гострий кут % спіль-
ний. Отже, трикутники $%$1 і C%C1 подібні за першою ознакою 

подібності трикутників. Звідси AB
BC

BA

BC
 1

1

. Тоді AB
BA

BC
BC1 1

 . Кут %

спільний для трикутників $%C і $1%C1. Отже, трикутники $%C 
і $1%C1 подібні за другою ознакою подібності трикутників. ~

1. Сформулюйте другу ознаку подібності трикутників.
2. Сформулюйте третю ознаку подібності трикутників.

?
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ВПРАВИ

�8�.° На одній стороні кута $ відкладено відрізки $% і $', а на 
другій x відрізки $C і $E. ·и подібні трикутники $%C і $'E, 
якÙо $%   4 см, $'   20 см, $C   10 см, $E   8 см"

���.° На сторонах $% і $C трикутника $%C (рис. 163) позначили 

відповідно точки ' і E так, Ùо $'   4
7
 $C, $E   4

7
 $%. Знай-

діть відрізок 'E, якÙо %C   21 см.
���.° У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   21 см, $C   42 см, 

%C   28 см (рис. 164). На продовженнях відрізків $% і %C за 
точку % відкладено відповідно відрізки %0 і %., %0   8 см, 
%.   6 см. Знайдіть відрізок .0.

���.° Відрізки $% і C' перетинаються в точці 2 (рис. 165), 
$2   24 см, %2   16 см, C2   15 см, 2'   10 см, �$C2   72°. 
Знайдіть кут %'2.

���.° На сторонах $C і %С трикутника $%C позначили відповідно 
точки 0 і . так, Ùо C0   15 см, C.   12 см. Знайдіть від-
різок 0., якÙо $C   20 см, %C   25 см, $%   30 см. 

���.° ·и подібні трикутники $%C і $1%1C1, якÙо:
1) $%   6 см, %C   10 см, $C   14 см, $1%1   9 см, %1C1   15 см, 

$1C1   21 см�
2) $%   1,3 см, %C   2,5 см, $C   3,2 см, $1%1   26 см, 

%1C1   50 см, $1C1   60 см"
���.° ·и подібні два трикутники, якÙо сторони одного відносяться 

як 3 : 8 : 9, а сторони другого дорівнюють 24 см, 9 см, 27 см"
���.x У трикутниках $%C і $1%1C1 відомо, Ùо �$   �$1, кожна зі 

сторін $% і $C становить 0,6 сторін $1%1 і $1C1 відповідно. 
Знайдіть сторони %C і %1C1, якÙо їхня сума дорівнює 48 см.

���.x У трикутниках 'E) і 0.1 відомо, Ùо �E   �., а кожна 
зі сторін 'E і E) у 2,5 раза більша за сторони 0. і .1 
відповідно. Знайдіть сторони ') і 01, якÙо їхня різниця 
дорівнює 30 см.

C$

%

E

'

C$

.
0

%

C

$

%

'

2

Рис. 16� Рис. 16� Рис. 16�
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��8.x На сторонах $% і $C трикутника $%C позначили відповідно 
точки ' і E так, Ùо $' : '%   $E : EC   3 : 5. Знайдіть від-
різок 'E, якÙо %C   16 см.

���.x З дерев’яних паличок виготовили три подібні різносторонні 
трикутники. У кожному з них більшу сторону пофарбували 
в блакитний колір, а меншу x у жовтий. З блакитних пали-
чок склали один трикутник, а з жовтих x другий. ·и будуть 
ці трикутники подібні"

���.xx У трикутнику $%C відомо, Ùо $C   a, $%   %C   E, $0 і C. x 
бісектриси трикутника. Знайдіть відрізок 0..

���.xx У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   8 см, %C   12 см, $C  
  16 см. На стороні $C позначено точку ' так, Ùо C'   9 см. 
Знайдіть відрізок %'.

���.
  Із точки $ проведено два промені $0 і $1. На промені $0 
позначено точки + і %, а на промені $1 x точки C і ' так, 
Ùо $+æ$%   $Cæ$'. Äоведіть, Ùо точки +, %, C і ' лежать 
на одному колі.

���.
 На медіані %0 трикутника $%C позначили точку . так, Ùо 
�0.C   �%C0. Äоведіть, Ùо �$.0   �%$0.

���.
 Відрізки $% і C' перетинаються в точ-
ці 0. Відомо, Ùо $0æ0%   C0æ0'. 
Äоведіть, Ùо точки $, %, C і ' лежать 
на одному колі.

���.
 На спільній хорді двох кіл, Ùо пере-
тинаються, позначили точку 0 і через 
неї провели хорди $% і C' (рис. 166). 
Äоведіть, Ùо �'$%   �%C'.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Периметр паралелограма $%C' дорівнює 46 см, �%$'   �$'%. 
Знайдіть сторони паралелограма, якÙо периметр трикутни-
ка %C' дорівнює 32 см.

���. На діагоналі %' квадрата $%C' позначили точку E так, Ùо 
'E   $'. ·ерез точку E проведено пряму, яка перпендикуляр-
на до прямої %' і перетинає сторону $% у точці ). Äоведіть, 
Ùо $)   )E   %E.

��8. У трапеції $%C' відомо, Ùо �%   90°, �C   150°, %C   5 см. 
Знайдіть сторону C', якÙо висота трапеції, проведена з вер-
шини C, розбиває дану трапецію на трикутник і квадрат.

Поновіть у паÌsяті зÌіст пункту � на с. �8� і пункту �� на с. ���.

0

%

$

C

'

Рис. 166
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 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. На колі позначили 999 точок синім олівцем та одну точку 
червоним олівцем. Яких многокутників з вершинами в по-
значених точках більше: тих, Ùо містять червону точку, чи 
тих, Ùо її не містять"

  ПРЯМА ЕЙЛЕРА

Точка перетину серединних перпендикулярів сторін трикутни-
ка x це центр кола, описаного навколо трикутника. Позначимо 
цю точку буквою 2.

Точка перетину бісектрис трикутника x це центр вписаного 
кола. Позначимо цю точку буквою -.

Точку перетину прямих, які містять висоти трикутника, 
називають ортоÖентроÌ трикутника. Позначимо цю точку бук-
вою +.

Точку перетину медіан трикутника називають ÖентроїдоÌ три-
кутника. Позначимо цю точку буквою 0.

Точки 2, -, +, 0 називають чудовиÌи точкаÌи трикутника. 
Використання такого емоційного епітета цілком об�рунтовано. Адже 
цим точкам притаманна ціла низка красивих властивостей. Хіба 
не чудово вже те, Ùо вони є в будь-якому трикутнику"

Розглянемо одну з багатьох теорем про чудові точки трикут- 
ника.

ТеореÌа.  ³ Áудь�якому трикутнику центр описаного кола� 
центро�д і ортоцентр лежать на одній прямій.

¶ю пряму називають пряÌоÞ ЕÉлера.

ДовеÃеннÞ. Äля рівнобедреного трикутника твердження, Ùо 
доводиться, є очевидним.

mËÓÒÇÕÊ gÏÐËÕ

(1707–1783)

Видатний математик, фізик, 
механік, астроном.
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Рис. 16� Рис. 168

ЯкÙо даний трикутник $%C прямокутний (�C   90°), то його 
ортоцентр x це точка C, центр описаного кола x середина гіпотену-
зи $%. Тоді зрозуміло, Ùо всі три точки, про які йдеться в теоремі, 
належать медіані, проведеній до гіпотенузи.

Äоведемо теорему для гострокутного різностороннього трикут-
ника.

«еÌа. ¿кÙо + x ортоцентр трикутника $%&� 20� x пер�
пендикуляр� опуÙений із центра 2 описаного кола на сторо�
ну %&� то $+   �20� (рис. 167).

ДовеÃеннÞ. Виконаємо додаткову побудову, уже знайому вам 
з розв’язання ключової задачі п. 2: через кожну вершину трикут-
ника $%C проведемо пряму, паралельну протилежній стороні. 
Отримаємо трикутник A B C1 1 1  (рис. 167). У зазначеній ключовій 
задачі було показано, Ùо ортоцентр + трикутника $%C є центром 
описаного кола трикутника A B C1 1 1. Äля цього кола кут B HC1 1 
є центральним, а кут B A C1 1 1  x вписаним. Оскільки обидва кути 
спираються на одну й ту саму дугу, то � � �B HC B A C1 1 1 1 12 . Кути %$C 
і %1$1C1 рівні як протилежні кути паралелограма $%$1C, тому 
�%2C   2 �%$C   2 �B A C1 1 1   �B HC1 1. Оскільки %1C1   2%C, то 
рівнобедрені трикутники B HC1 1 і C2% подібні з коефіцієнтом по-
дібності 2. Оскільки відрізки $+ і OM1 x відповідні висоти подіб-
них трикутників, то AH OM 2 1.

Äоведемо тепер основну теорему.
Оскільки точка 01 x середина сторони %C, то відрізок $01 x 

медіана трикутника $%C (рис. 168). Нехай 0 x точка перетину 
відрізків $01 і +2. Оскільки $+ __ 201, то �+$0   �2010. 
Кути $0+ і 0102 рівні як вертикальні. Отже, трикутники +$0 
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і 2010 подібні за першою ознакою подібності трикутників. Звід-

си AM
MM

AH
OM1 1

2  . Отже, точка 0 поділяє медіану $01 у відно-

шенні 2 : 1, рахуючи від вершини $. Звідси точка 0 x центроїд 
трикутника $%C. 

Äоведення для випадку тупокутного трикутника аналогічне. 
Звернемо увагу на те, Ùо ми не лише встановили факт належ-

ності точок 2, 0, + одній прямій, а й довели рівність
+0   202,

яка є Ùе однією властивістю чудових точок трикутника.

ВПРАВИ

�. Äано дві точки, які лежать в одній півплоÙині відносно даної 
прямої. Побудуйте трикутник, одна зі сторін якого лежить на 
даній прямій, а центр описаного кола та ортоцентр є двома да-
ними точками.

�. Побудуйте трикутник $%C за трьома даними точками: верши-
ною $� ортоцентром + і центром 2 описаного кола.

�. Бісектриса кута $ гострокутного трикутника $%C перпенди-
кулярна до прямої Ейлера цього трикутника. Äоведіть, Ùо 
�$   60°. 
Вказ�вка. Äоведіть, Ùо +$   2$.
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ЗАВДАННЯ № 2 «ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ» В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ

�. На  рисунку  169  $1%1 __ $2%2,  $2%2 __ $3%3, 

$1$2   
1
2
$1$3. Звідси випливає, Ùо:

А) $1$2   %1%2�   В) $1$3   %1%3�

Б) %1%3   2%2%3�  Г) $1$2   %2%3.

�. ЯкÙо медіани $$1 і %%1 трикутника $%C 
перетинаються в точці 0, то яка з даних 
рівностей є правильною для будь-якого три-
кутника $%C"
А) $0 : 0%1   %0 : 0$1�

Б) 0$1   
1
3
0%�

В) 0$1   
1
2
$0�

Г) 0%1   
1
2
%%1.

�. На рисунку 170 $1C1 __ $C. Тоді:

А) 
A C

AC

BA

A A
1 1 1

1

 ;   В) BC
BC

AC
A C1 1 1

 ;

Б) 
BA

AB
CB
BC

1

1

 ;   Г) AC
A C

BA

AB1 1

1 .

�. У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   8 см, 
%C   4 см, $C   9 см. У якому відношенні 
центр вписаного кола ділить бісектрису %%1, 
рахуючи від вершини %"
А) 2 : 3�  В) 4 : 3�
Б) 2 : 1�  Г) 3 : 4.

�. ·ерез точку 0 сторони %C паралелограма $%C' проведено пря-
му, яка паралельна стороні C'. ¶я пряма перетинає відрізки %' 
і $' у точках . і ) відповідно. Відомо, Ùо %0 : )'   2 : 1. ·ому 
дорівнює відношення .' : %."
А) 2 : 1�  В) 1 : 3� 
Б) 1 : 2�  Г) 4 : 1.

�. У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   14 см, %C   21 см. На сторо-
ні $% на відстані 4 см від вершини $ позначено точку ', через 
яку проведено пряму, паралельну стороні $C. Знайдіть відрізки, 
на які ця пряма ділить сторону %C.
А) 12 см, 9 см�  В) 15 см, 6 см�
Б) 18 см, 3 см�  Г) 14 см, 7 см.

$
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Рис. 16�
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§ 2. Подібність трикутників110

�. Відрізок 01 проведено через точку перетину діагоналей не-
рівнобедреної трапеції $%C' паралельно її основам (рис. 171). 
Скільки пар подібних трикутників зображено на рисунку"
А) 4� Б) 6� В) 3� Г) 5.

$ '

% C

0 1

$

%

C

'
E

Рис. 1�1 Рис. 1��

8. ·ерез вершини $ і C нерівнобедреного трикутника $%C прове-
дено коло, яке перетинає сторони %$ і %C у точках E і ' від-
повідно (рис. 172). Яка з даних рівностей є правильною"

А) BC
BD

BA
BC

 ; Б) BE
BC

BD
BA

 ; В) DE
AC

BD
BC

 ;  Г) BD
DE

BC
AC

 .

�. Хорда $% перетинає хорду C' у її середині та ділиться цією 
точкою на відрізки, які дорівнюють 4 см і 25 см. Знайдіть хор-
ду C'.
А) 10 см� В) 100 см�
Б) 5 см� Г) 20 см.

��. У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   10 см, %C   4 см, C$   8 см. 
На стороні $C позначено точку ' таку, Ùо $'   6 см. Знайдіть 
відрізок %'.
А) 5 см� В) 6 см�
Б) 4 см�  Г) 7 см.

ГОЛОВНЕ В ПАРАГРАФІ 2

ТеореÌа ´алеса

ЯкÙо паралельні прямі, які перетинають сторони кута, відти-
нають на одній його стороні рівні відрізки, то вони відтинають 
рівні відрізки й на другій його стороні.

ТеореÌа про пропорÖіÉні відрізки

ЯкÙо паралельні прямі перетинають сторони кута, то відрізки, 
Ùо утворилися на одній стороні кута, пропорційні відповідним 
відрізкам, Ùо утворилися на другій стороні кута.
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Властивість Ìедіан трикутника

Усі три медіани трикутника перетинаються в одній точці, яка 
ділить кожну з них у відношенні 2 : 1, рахуючи від вершини 
трикутника.

Властивість бісектриси трикутника

Бісектриса трикутника ділить його сторону на відрізки, пропор-
ційні прилеглим до них сторонам.

Подібні трикутники

Äва трикутники називають подібними, якÙо їхні кути відповід-
но рівні та сторони одного трикутника пропорційні відповідним 
сторонам другого трикутника.

«еÌа про подібні трикутники

Пряма, яка паралельна стороні трикутника та перетинає дві 
інших його сторони, відтинає від даного трикутника йому по-
дібний.

Перша ознака подібності трикутників� за двоÌа кутаÌи

ЯкÙо два кути одного трикутника дорівнюють двом кутам 
другого трикутника, то такі трикутники подібні.

¤руга ознака подібності трикутників� за двоÌа сторонаÌи та кутоÌ 
Ìіж ниÌи

ЯкÙо дві сторони одного трикутника пропорційні двом сторонам 
другого трикутника та кути, утворені цими сторонами, рівні, 
то такі трикутники подібні.

Третя ознака подібності трикутників� за трьоÌа сторонаÌи

ЯкÙо три сторони одного трикутника пропорційні трьом сторо-
нам другого трикутника, то такі трикутники подібні.



 §3 РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ПРЯМОКУТНИХ ТРИКУТНИКІВ

У цьому параграфі ви ознайомитеся зі знаменитою теоремою Піфагора.

Ви навчитеся за відомими сторонами та кутами прямокутного трикутника 
знаходити його невідомі сторони та кути.
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15. Метричні співвідношення 
в прямокутному трикутнику

На рисунку 173 відрізок C' x висота прямокутного трикутни-
ка $%C (�$C%   90°).

Відрізки $' і '% називають про�кÖіяÌи катетів $C і C% відпо-
відно на гіпотенузу.

«еÌа. ¢исота прямокутного трикутника� проведена до 
гіпотенузи� ділить трикутник на два подіÁниÕ прямокутниÕ 
трикутники� кожен з якиÕ подіÁний даному трикутнику. 

Äоведіть лему самостійно.

ТеореÌа ��.�. ªвадрат висоти прямокутного трикутника� 
проведено� до гіпотенузи� дорівнює доÁутку проєкцій катетів 
на гіпотенузу. ªвадрат катета дорівнює доÁутку гіпотенузи 
та проєкці� цього катета на гіпотенузу.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 173 відрізок C' x висота прямо-
кутного трикутника $%C (�$C%   90°). Äоведемо, Ùо:

CD AD DB2  æ , AC AB AD2  æ , BC AB DB2  æ .

Оскільки 'C%' " '$C', то CD
AD

BD
CD

 . Звідси CD AD DB2 � � .

Оскільки '$%C " '$C', то AC
AD

AB
AC

 . Звідси AC AB AD2  æ .

Оскільки '$%C " 'C%', то BC
BD

AB
BC

 . Звідси BC AB DB2  æ . 

ЯкÙо довжини відрізків на рисунку 173 позначити так: $C   E, 
%C   a, $%   F, C'   KF, $'   EF, '%   aF, то доведені співвідношення 
набувають вигляду: 

h a bc c c
2  , D�   DFF, E

�   EFF

¶і рівності називають ÌетричниÌи співвідношенняÌи в пряÌо�
кутноÌу трикутнику.

Приклад. Äано два відрізки, довжини яких дорівнюють a і E 
(рис. 174). Побудуйте третій відрізок, довжина якого дорівнює ab.

%$

C

'

E

a

Рис. 1�� Рис. 1��
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¯озвsÞзаннÞ. Розглянемо трикутник $'C 
(�$'C   90°), у якому відрізок '% є висотою 

(рис. 175). Маємо: '%   AB BCæ . ЯкÙо позна-

чити $%   a, %C   E, то '%   ab.
Проведений аналіз показує, як провести по-

будову.
На довільній прямій позначимо точку $ та 

відкладемо послідовно відрізки $% і %C так, Ùо 
$%   a, %C   E. Побудуємо коло з діаметром $C. 

·ерез точку % проведемо пряму, перпендикулярну до прямої $C 
(рис. 175). Нехай ' x одна з точок перетину прямої та кола.

Äоведемо, Ùо відрізок '% шуканий. Справді, �$'C   90° як 
вписаний кут, Ùо спирається на діаметр $C. Тоді за теоремою 15.1 
DB AB BC2  æ , тобто '%   ab. ~

1. Якою формулою пов’язані висота прямокутного трикутника, 
проведена до гіпотенузи, і проєкції катетів на гіпотенузу?

2. Якою формулою пов’язані катет, гіпотенуза та проєкція цього 
катета на гіпотенузу?

ВПРАВИ

���.° Знайдіть висоту прямокутного трикутника, проведену з вер-
шини прямого кута, якÙо вона ділить гіпотенузу на відрізки 
завдовжки 2 см і 18 см.

���.° Катет прямокутного трикутника дорівнює 6 см, а його про-
єкція на гіпотенузу x 4 см. Знайдіть гіпотенузу.

���.° Висота прямокутного трикутника, проведена до гіпотенузи, 
ділить її на відрізки завдовжки 5 см і 20 см. Знайдіть катети 
трикутника.

���.° Висота прямокутного трикутника, проведена з вершини пря-
мого кута, дорівнює 48 см, а проєкція одного з катетів на 
гіпотенузу x 36 см. Знайдіть сторони даного трикутника.

���.x Знайдіть катети прямокутного трикутника, висота якого ді-
лить гіпотенузу на відрізки, один з яких на 3 см менший від 
цієї висоти, а другий x на 4 см більший за висоту.

���.x Знайдіть менший катет прямокутного трикутника та його ви-
соту, проведену до гіпотенузи, якÙо більший катет менший 

?

C$ %

'

Рис. 1��
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від гіпотенузи на 10 см і більший за свою проєкцію на гіпо- більший за свою проєкцію на гіпо-більший за свою проєкцію на гіпо-
тенузу на 8 см.

���.x Перпендикуляр, опуÙений із точки перетину діагоналей 
ромба на його сторону, дорівнює 2 см і ділить цю сторону на 
відрізки, які відносяться як 1 : 4. Знайдіть діагоналі ромба.

���.x Перпендикуляр, опуÙений із точки кола на діаметр, ділить 
його на два відрізки, один з яких дорівнює 4 см. Знайдіть 
радіус кола, якÙо довжина перпендикуляра дорів нює 10 см.

��8.x Знайдіть периметр рівнобічної трапеції, основи якої дорів-
нюють 7 см і 25 см, а діагоналі перпендикулярні до бічних 
сторін.

���.xx ¶ентр кола, описаного навколо рівнобічної трапеції, належить 
її більшій основі. Знайдіть радіус цього кола, якÙо діагональ 
трапеції дорівнює 20 см, а проєкція діагоналі на більшу осно-
ву x 16 см.

���.xx Äіагональ рівнобічної трапеції перпендикулярна до бічної 
сторони, яка дорівнює 12 см. Знайдіть середню лінію тра-
пеції, якÙо радіус кола, описаного навколо трапеції, дорів-
нює 10 см.

���.xx Знайдіть висоту рівнобічної трапеції, якÙо її діагональ пер-
пендикулярна до бічної сторони, а різниця квадратів основ 
дорівнює 25 см.

���.xx У прямокутну трапецію вписано коло. Точка дотику ділить 
більшу бічну сторону на відрізки завдовжки 8 см і 50 см. 
Знайдіть периметр трапеції.

���.xx У рівнобічну трапецію вписано коло. Точка дотику ділить 
бічну сторону на відрізки завдовжки 3 см і 27 см. Знайдіть 
висоту трапеції.

���.xx Äано два відрізки, довжини яких дорівнюють a і E. Побудуй-

те відрізок завдовжки ab
2

.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Периметр паралелограма більший за одну зі сторін на 35 см 
і більший за другу сторону на 28 см. Знайдіть сторони пара-
лелограма.

���. На сторонах $%, %C, C' і $' квадрата $%C' позначили 
відповідно точки 0, 1, . і E так, Ùо чотирикутник 01.E 
є прямокутником, сторони якого паралельні діагоналям 
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квадрата. Знайдіть периметр прямокутника 01.E, якÙо 
діагональ квадрата $%C' дорівнює 7 см.

���. У коло вписано трапецію, діагональ якої ділить кут при біль-
шій основі навпіл. Знайдіть дуги, на які ділять коло вершини 
трапеції, якÙо один з її кутів дорівнює 74°.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

��8. У вписаного в коло многокутника вибрали вершину та про-
вели всі діагоналі, яким ця вершина належить. Äоведіть, 
Ùо серед трикутників, Ùо утворилися, не більше ніж один 
є гострокутним.

16. Теорема Піфагора

ТеореÌа ��.� �теореÌа ПіÔагора�. ³ прямокутному три�
кутнику квадрат гіпотенузи дорівнює сумі квадратів катетів.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 176 зобра-
жено прямокутний трикутник $%C (�$C%  
  90°). Äоведемо, Ùо AB AC BC2 2 2� � .

Проведемо висоту C'. Застосувавши 
теорему 15.1 для катетів $C і %C, отриму-
ємо: AC AB AD2  æ  і BC AB DB2  æ . Äодавши 
почленно ці рівності, отримаємо: AC2 � 
� � �BC AB AD AB DB2 æ æ .

Äалі маємо: $C2 � %C2 � �AB AD DBæ( )   $%2. 

ЯкÙо в прямокутному трикутнику довжини катетів дорівню-
ють a і E, а довжина гіпотенузи дорівнює F, то теорему Піфагора 
можна виразити такою рівністю:

c a b2 2 2� �

Теорема Піфагора дає змогу за двома сторонами прямокутного 
трикутника знайти його третю сторону:

c a b� �2 2; a c b� �2 2; b c a� �2 2

З рівності c a b2 2 2� �  також випливає, Ùо c a2 2!  і c b2 2! , звідси 
F ! a і F ! E, тобто гіпотенуза ÁільØа за Áудь�який із катетів1.

1 Іншим способом цей факт було встановлено в курсі геометрії 7 класу.

%$

C

'

Рис. 1�6
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Із курсу геометрії 7 класу вам знайомі такі поняття, як перпен�
дикуляр, похила та про�кÖія похилої. Наприклад, на рисунку 176 
із точки С до прямої АВ проведено перпендикуляр C' і похилі СА 
і СВ. Відрізки $' і '% є проєкціями відповідно похилих АС і СВ 
на пряму АВ.

Із теореми 16.1 випливає, Ùо коли з однієї точки до прямої 
проведено перпендикуляр і похилу, то похила більша за перпен-
дикуляр.

1. Сформулюйте теорему Піфагора.
2. Запишіть теорему Піфагора, якщо катети прямокутного трикут-

ника дорівнюють a і E, а гіпотенуза дорівнює F.
3. Як за двома сторонами прямокутного трикутника знайти його 

третю сторону?
4. Яка зі сторін прямокутного трикутника є найбільшою?

ВПРАВИ

���.° Знайдіть гіпотенузу прямокутного трикутника, якÙо його 
катети дорівнюють: 1) 3 см і 4 см� 2) 6 см і 9 см.

���.° Знайдіть катет прямокутного трикутника, якÙо його гіпоте-
нуза та другий катет відповідно дорівнюють: 1) 15 см і 12 см� 
2) 7 см і 13  см.

���.° Нехай a і E x катети прямокутного трикутника, F x його 
гіпотенуза. Знайдіть невідому сторону трикутника, якÙо: 
1) a   5 см, E   12 см� 2) a   1 см, F   2 см� 3) E   3 см, 
c  90  см.

���.° Сторони прямокутника дорівнюють 9 см і 40 см. ·ому до-
рівнює його діагональ"

���.° Одна зі сторін прямокутника дорівнює 7 см, а діагональ x 
25 см. Знайдіть сусідню з даною сторону прямокутника.

���.° Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 29 см, 
а висота, проведена до основи, x 21 см. ·ому дорівнює основа 
трикутника"

���.° Висота рівнобедреного трикутника, проведена до основи, до-
рівнює 35 см, а його основа x 24 см. ·ому дорівнює бічна 
сторона трикутника"

?
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���.° У колі, радіус якого дорівнює 10 см, проведено хорду зав-
довжки 16 см. Знайдіть відстань від центра кола до даної 
хорди.

���.° Знайдіть периметр ромба, діагоналі якого дорівнюють 24 см 
і 32 см.

��8.° Сторона ромба дорівнює 26 см, а одна з діагоналей x 48 см. 
Знайдіть другу діагональ ромба.

���.° Один із катетів прямокутного трикутника дорівнює 21 см, 
а другий катет на 7 см менший від гіпотенузи. Знайдіть пе-
риметр трикутника.

���.° Гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює 26 см, а катети 
відносяться як 5 : 12. Знайдіть катети цього трикутника.

���.x Катет прямокутного трикутника дорівнює 6 см, а медіана, 
проведена до нього, x 5 см. Знайдіть гіпотенузу трикут- 
ника.

���.x У трикутнику $%C відомо, Ùо %C   20 см, висота %' ділить 
сторону $C на відрізки $'   5 см і C'   16 см. Знайдіть сто-
рону $%.

���.x У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   17 см, %C   9 см, кут C ту-
пий, висота $' дорівнює 8 см. Знайдіть сторону $C.

���.x Знайдіть висоту рівностороннього трикутника зі стороною a.

���.x Знайдіть діагональ квадрата зі стороною a.

���.x Знайдіть сторону рівностороннього трикутника, висота якого 
дорівнює K.

���.x Знайдіть катети прямокутного рівнобедреного трикутника, 
гіпотенуза якого дорівнює F.

��8.x Знайдіть довжину невідомого відрізка [ на рисунку 177 (роз-
міри дано в сантиметрах).

���.x Знайдіть довжину невідомого відрізка [ на рисунку 178 (роз-
міри дано в сантиметрах).
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Рис. 1��
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���.x У рівнобедреному трикутнику висота, проведена до бічної 
сторони, дорівнює 8 см. Вона ділить бічну сторону на два 
відрізки, один з яких, прилеглий до вершини рівнобедреного 
трикутника, дорівнює 6 см. Знайдіть основу трикутника.

���.x Висота рівнобедреного трикутника, опуÙена на бічну сторону, 
ділить її на відрізки завдовжки 4 см і 16 см, рахуючи від 
вершини кута при основі. Знайдіть основу рівнобедреного 
трикутника.

���.x Основа рівнобедреного тупокутного трикутника дорівнює 
24 см, а радіус кола, описаного навколо нього, x 13 см. Знай- 
діть бічну сторону трикутника.

���.x Висота рівнобедреного гострокутного трикутника, проведена 
до його основи, дорівнює 8 см, а радіус кола, описаного на-
вколо нього, x 5 см. Знайдіть бічну сторону трикутника.

���.x Основа рівнобедреного трикутника на 2 см більша за бічну 
сторону. Знайдіть сторони трикутника, якÙо висота, прове-
дена до основи, дорівнює 8 см.

���.x Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 90 см, а ви-
сота, проведена до основи, x 15 см. Знайдіть сторони три-
кутника.

���.x Сторони тупокутного трикутника дорівнюють 29 см, 25 см 
і 6 см. Знайдіть висоту трикутника, проведену до меншої 
сторони.

���.x Сторони трикутника дорівнюють 36 см, 29 см і 25 см. Знай-
діть висоту трикутника, проведену до більшої сторони.

��8.x Із точки до прямої проведено дві похилі, довжини яких відно-
сяться як 5 : 6, а проєкції цих похилих на пряму дорівнюють 
7 см і 18 см. Знайдіть відстань від даної точки до цієї прямої.

���.x Із точки до прямої проведено дві похилі завдовжки 15 см 
і 27 см. Сума довжин проєкцій цих похилих на пряму до-
рівнює 24 см. Знайдіть проєкцію кожної похилої.
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���.x Точка дотику кола, вписаного в прямокутний трикутник, 
ділить один із його катетів на відрізки 2 см і 6 см. Знайдіть 
сторони трикутника.

���.x Знайдіть сторони паралелограма, діагоналі якого дорівнюють 
16 см і 20 см, якÙо одна з діагоналей перпендикулярна до 
його сторони.

���.x Знайдіть периметр прямокутного трикутника, якÙо бісек-
триса прямого кута ділить гіпотенузу на відрізки завдовжки 
30 см і 40 см.

���.x Знайдіть периметр прямокутного трикутника, якÙо бісек-
триса гострого кута ділить протилежний катет на відрізки 
завдовжки 24 см і 51 см.

���.x (Старовинна араÀська заÃача.) На протилежних берегах річ-
ки ростуть одна проти одної дві пальми. Висота однієї з них 
дорівнює 30 ліктів, висота другої x 20 ліктів, а відстань 
між прикорнями пальм x 50 ліктів. На вершечку кожної 
пальми сидить птах. Раптом обидва птахи побачили рибу, 
яка з’явилася на поверхні води між пальмами. Вони злетіли 
з пальм одночасно і, рухаючись з однаковою швидкістю, од-
ночасно схопили рибу. На якій відстані від прикорня виÙої 
пальми з’явилася риба"

���.xx Основи рівнобічної трапеції дорівнюють 12 см і 20 см, а діа-
гональ є бісектрисою тупого кута трапеції. Знайдіть цю діа-
гональ.

���.xx Основи прямокутної трапеції дорівнюють 18 см і 12 см, а діа-
гональ є бісектрисою гострого кута трапеції. Знайдіть цю 
діагональ.

���.xx У колі по різні боки від його центра проведено дві паралельні 
хорди завдовжки 16 см і 32 см. Відстань між хордами до-
рівнює 16 см. Знайдіть радіус кола.

��8.xx У колі по один бік від його центра проведено дві паралельні 
хорди завдовжки 48 см і 24 см. Відстань між хордами до-
рівнює 12 см. Знайдіть радіус кола.

���.xx Радіус кола, вписаного в рівнобедрений трикутник, дорівнює 
12 см, а відстань від вершини рівнобедреного трикутника до 
центра кола x 20 см. Знайдіть периметр даного трикутника.

���.xx Точка дотику кола, вписаного в прямокутну трапецію, ділить 
її більшу основу на відрізки завдовжки 20 см і 25 см, рахуючи 
від вершини прямого кута. Обчисліть периметр трапеції.



16.  Теорема Піфагора 121

���.xx Точка дотику кола, вписаного в прямокутну трапецію, ділить 
її меншу основу на відрізки завдовжки 6 см і 3 см, рахуючи 
від вершини прямого кута. Обчисліть периметр трапеції.

���.xx Катети прямокутного трикутника дорівнюють 18 см і 24 см. 
Знайдіть бісектрису трикутника, проведену з вершини мен-
шого гострого кута.

���.xx Медіани $0 і C. трикутника $%C перпендикулярні. Знайдіть 
сторони трикутника, якÙо $0   9 см і C.   12 см.

���.xx У трикутнику $%C медіани %0 і C. перпендикулярні та пере-
тинаються в точці 2. Знайдіть відрізок $2, якÙо %0   36 см 
і C.   15 см.

���.xx (¦аÃача  Ôаскари1.) Над озером тихим, з півфута2 заввишки
Підносилась лотоса квітка.
І одного разу поривчастий вітер
Відніс її раптом убік. 
Нема більше квітки над тою водою.
Натрапив на неї рибалка завзятий
В двох футах від місця, де та росла.
Отож пропоную тобі запитання:
Яка ж того озера тут глибина"

  ГОТУЄМОСЯ ДО ВИВЧЕННЯ НОВОЇ ТЕМИ

���. У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°, $%   13 см, %C   5 см, 
$C   12 см. Знайдіть відношення:
1) катета, прилеглого до кута $, і гіпотенузи�
2) катета, протилежного куту $, і гіпотенузи�
3) катета, прилеглого до кута %, і гіпотенузи�
4) катета, прилеглого до кута %, і ка-

тета, протилежного цьому куту.

���. На одній стороні кута $ позначили 
точки %, C і ' так, Ùо $%   %C   5 см, 
C'   10 см (рис. 179). Із точок %, C 
і ' опуÙено перпендикуляри %E, C) 
і '0 на другу сторону кута $, причому 
$E   4 см. Знайдіть відношення катета, 
прилеглого до кута $, і гіпотенузи:
1) у трикутнику $E%�     3) у трикутнику $0'.
2) у трикутнику $)C�

1 Бха́скара (1114w1185) x індійський математик і астроном.
2 1 фут   30,48 см.

)
$

'

E 0

C
%

5
5

10

4

Рис. 1��
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 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

��8. У квадраті зі стороною 1 м довільно позначили 51 точку. Äо-
ведіть, Ùо серед цих точок існують три, які можна накрити 
квадратом зі стороною 20 см.

  ПІФАГОР

Ви вивчили знамениту теорему, яка носить 
ім’я видатного давньогрецького вченого Піфагора.

Äослідження стародавніх текстів свідчать, Ùо 
твердження цієї теореми було відоме задовго до Пі-
фагора. ·ому ж її приписують Піфагорові" Скоріш 
за все тому, Ùо саме Піфагор винайшов доведення 
цього твердження.

Про життя Піфагора мало Ùо відомо достовір-
но. Він народився на грецькому острові Самос. За 
легендами, він багато подорожував, набуваючи 
знань і мудроÙів.

Після того як Піфагор оселився в грецькій 
колонії Кротон (на півдні Італії), навколо нього сформувалося 
численне коло відданих учнів та однодумців. Так виник піфагорій-
ський союз (або кротонське братство). Вплив цього союзу був настільки 
значним, Ùо навіть кілька століть по смерті Піфагора багато вели-, Ùо навіть кілька століть по смерті Піфагора багато вели-
ких математиків Стародавнього світу називали себе піфагорійцями.

17. Тригонометричні функції гострого кута 
прямокутного трикутника

На рисунку 180 зображено прямокутний трикутник $%C 
(�C   90°). Нагадаємо, Ùо катет %C називають протилежниÌ куту $, 
а катет $C x прилеглиÌ до цього кута.

Означення. ±инусоÌ гострого кута пряÌокутного трикутника 
називаÞть відношення протилежного катета до гіпотенузи.

Синус кута $ позначають так: sin $ (читають: «синус А»). Äля 
гострих кутів $ і % прямокутного трикутника $%C маємо:

sin ,A BC
AB

  sin .B AC
AB

 

qåØÇ�ÓÕ
�9, с×. ÊÓ Ò. Ë.�
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%

$ C

F E

a

D

E

C

%$
45° 45°

a a

Рис. 18� Рис. 181 Рис. 18�

Äля прямокутного трикутника, зображеного на рисунку 181, 

можна записати: sin ,� � a
c

 sin .� � b
c

Розглянемо прямокутний рівнобедрений трикутник $%C 
(�C   90°), у якому $C   %C   a (рис. 182). 

Маємо: AB a a a� � �2 2 2.

За означенням sin ,A BC
AB

  звідси sin A     a

a 2

1

2

2
2

. Бачимо, 

Ùо синус гострого кута прямокутного рівнобедреного трикутника не 
залежить від розмірів трикутника, бо отримане значення синуса 

однакове для всіх значень a. Оскільки �$   45°, то sin .45 1

2

2
2

� � �  

¶ей запис не пов’язують із конкретним прямокутним рівнобедреним 
трикутником.

Узагалі, ÞкØо Âострий кут оÃноÂо ÎрÞËокутноÂо трикутника 
Ãор�внÝє ÂостроËу куту ÃруÂоÂо ÎрÞËокутноÂо трикутника� то 
синуси циÔ кут�в р�вн�.

Справді, ці прямокутні трикутники є подібними за першою озна-
кою подібності трикутників. Тому відношення катета до гіпотенузи 
одного трикутника дорівнює відношенню відповідного катета до 
гіпотенузи другого трикутника.

Наприклад, запис sin 17° можна віднести до всіх кутів, градусні 
міри яких дорівнюють 17°. Значення цього синуса можна обчислити 
один раз, вибравши довільний прямокутний трикутник з гострим 
кутом 17°.

Отже, синус гострого кута залежить тільки від величини 
цього кута.

Означення. ªосинусоÌ гострого кута пряÌокутного три�
кутника називаÞть відношення прилеглого катета до гіпотенузи.

Косинус кута $ позначають так: cos $ (читають: «косинус А»).
Äля гострих кутів $ і % прямокутного трикутника $%C (рис. 180) 

можна записати:
cos ,A AC

AB
  cos .B BC

AB
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Зазначимо, Ùо катет прямокутного трикутника менший від 
його гіпотенузи, а тому синус � косинус ÂостроÂо кута Ëен×� в�Ã 1.

Означення. ТангенсоÌ гострого кута пряÌокутного три�
кутника називаÞть відношення протилежного катета до при�
леглого.

Тангенс кута $ позначають так: tg $ (читають: «тангенс А»).
Äля гострих кутів $ і % прямокутного трикутника $%C (рис. 180) 

можна записати:

tg A BC
AC

 , tg B AC
BC

 .

Äля прямокутного трикутника, зображеного на рисунку 181, 

записують: cos ,� � b
c

 cos ,� � a
c

 tg � � a
b

, tg β = b
a

.  

Як було встановлено, синус кута залежить тільки від величини 
кута. Міркуючи аналогічно, можна дійти такого висновку:

косинус і тангенс гострого кута залежать тільки від вели�
чини цього кута.

Узагалі, кожному гострому куту D відповідає єдине число x 
значення синуса (косинуса, тангенса) цього кута. Тому залежність 
значення синуса (косинуса, тангенса) гострого кута від величини 
цього кута є функціональною. Функцію, яка відповідає цій залеж-
ності, називають тригоноÌетричноÞ. Так, y � sin ,�  y � cos ,�  

y = tg α  x тригонометричні функції, аргументами яких є гострі 
кути.

З давніх часів люди складали таблиці наближених значень три-
гонометричних функцій з деяким кроком, один раз обчислюючи 
значення тригонометричних функцій для конкретного аргументу. 
Потім ці таблиці широко використовували в багатьох галузях на-
уки й техніки.

У наш час значення тригонометричних функцій гострих кутів 
зручно знаходити за допомогою мікрокалькулятора.

Тангенс гострого кута можна виразити через синус і косинус 
цього самого кута. Розглянемо прямокутний трикутник (рис. 181). 

Запишемо: sin
cos

.α
α

α= = =
a
c
b
c

a
b

tg  

Отже, одержуємо таку формулу:

tgα α
α

sin
cos

, 
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За теоремою Піфагора a b c2 2 2� � . Обидві частини цієї рівності 

поділимо на c2. Маємо: a
c

b
c� � � � � �

2 2

1. Ураховуючи, Ùо sin ,� � a
c

 

cos ,� � b
c

 отримаємо:

(sin ) (cos ) .� �2 2 1� �
Прийнято записувати:  (sin ) sin ,� �2 2�   (cos ) cos .� �2 2�   Звідси 

маємо:

sin cos2 2 1α α

¶ю формулу називають основноÞ тригоноÌетричноÞ тотож�
ністÞ.

Зазначимо, Ùо cos E   sin D�  a
c

, sin E   cos D� = b
c

. Оскільки 

E   90° w D, то одержуємо такі формули:

  FRV ���° w D�   VLQ D
  VLQ ���° w D�   FRV D

Ми вже знаємо, Ùо sin .45 2
2

� �  Знайдемо тепер cos 45° і tg 45°. 

Маємо:

сos 45°   sin (90° w 45°)   sin ;45 2
2

� �

tg 45 1
45
45

2
2
2

2

° = = =°
°

sin
cos

.  

Знайдемо синус, косинус і тангенс кутів 
30° і 60°.

Розглянемо прямокутний трикутник $%C, 
у якому �C   90°, �$   30° (рис. 183).

Нехай %C   a. Тоді за властивістю катета, 
який лежить проти кута 30°, отримуємо, Ùо 
$%   2a. Із теореми Піфагора випливає, Ùо 
$C2   $%2 w %C2. Маємо: $C2   4a2 w a2   3a2� 
$C   a 3. Звідси знаходимо:

sin ,30
2

1
2

� � �a
a

 

cos ,30
3

2
3

2
� � �a

a

tg 30° = = =a

a 3

1

3

3
3

.  

%

$ C

2a a

30°
3a

Рис. 18�
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Оскільки 60°   90° w 30°, то отримуємо:

sin cos ,60 30 3
2

� � � �

 cos sin ,60 30 1
2

� � � �

tg 60
60
60

° = = =°
°

sin
cos

.

3

1
2

2 3

 

Значення синуса, косинуса і тангенса для кутів 30°, 45° і 60° 
корисно запам’ятати.

D 30° 45° 60°

sin D 1
2

2
2

3
2

cos D 3
2

2
2

1
2

tg D 3
3

1 3

 1. Що називають синусом гострого кута прямокутного трикут-
ника?

 2. Що називають косинусом гострого кута прямокутного трикут -
ника?

 3. Що називають тангенсом гострого кута прямокутного трикут-
ника?

 4. Від чого залежать синус, косинус і тангенс кута?

 5. Як пов’язані між собою tg D, sin D і cos D?

 6. Як пов’язані між собою sin D і cos D?

 7. Чому дорівнює sin (90° – D)? cos (90° – D)? 

 8. Чому дорівнює sin 45°? cos 45°? tg 45°?

 9. Чому дорівнює sin 30°? cos 30°? tg 30°?

10.   Чому дорівнює sin 60°? cos 60°? tg 60°?

?
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 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

���.x Побудуйте кут:

1) тангенс якого дорівнює 4
5

; 2) синус якого дорівнює 2
3

.

�8�.x Побудуйте кут:

1) косинус якого дорівнює 1
4

;  2) тангенс якого дорівнює 1
2

.

ВПРАВИ

�8�.° Катет і гіпотенуза прямокутного трикутника відповідно до-
рівнюють 8 см і 10 см. Знайдіть:
1) синус кута, який лежить проти меншого катета�
2) косинус кута, який прилягає до більшого катета�
3) тангенс кута, протилежного меншому катету.

�8�.° Катети прямокутного трикутника дорівнюють 3 см і 2 см. 
Знайдіть:
1) тангенс кута, прилеглого до більшого катета�
2) синус кута, протилежного меншому катету�
3) косинус кута, прилеглого до більшого катета.

�8�.° Знайдіть значення виразу:
1) cos2 45° � tg2 60°� 2) 2 cos2 60° w sin2 30° � sin 60° tg 30°.

�8�.° Знайдіть значення виразу:
1) cos2 30° w sin2 45°� 2) 3 tg2 30° � 4 tg 45° � cos 30° tg 60°.

�8�.° У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°, %C   77 см, 
$%   125 см. Знайдіть синуси гострих кутів трикутника.

�8�.° У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°, %C   41 см, $C   20 см. 
Знайдіть косинуси гострих кутів трикутника.

�8�.x Знайдіть sin D і tg D, якÙо cos .� � 1
3

�88.x Знайдіть cos E і tg E, якÙо sin .� � 4
5

�8�.x Синус гострого кута прямокутного трикутника дорівнює 3
3

. 

Знайдіть синус, косинус і тангенс другого гострого кута цьо-
го трикутника.

���.x Основа рівнобедреного трикутника дорівнює 24 см, а бічна 
сторона x 13 см. Знайдіть синус, косинус і тангенс кута між 
бічною стороною трикутника та висотою, проведеною до його 
основи.
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���.x Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 17 см, 
а висота, проведена до основи, x 8 см. Знайдіть синус, ко-
синус і тангенс кута при основі трикутника.

���.x Знайдіть кути ромба, діагоналі якого дорівнюють 4 см 
і 4 3 см.

���.x Знайдіть кути між діагоналлю прямокутника та його сторо-
нами, довжини яких дорівнюють 3  см і 3 см.

���.x У трапеції $%C' відомо, Ùо $%   C'   9 см, %C   10 см, 
$'   14 см. Знайдіть синус, косинус і тангенс кута $ трапеції.

���.x У прямокутній трапеції $%C' відомо, Ùо %C __ $', �$   90°, 
$%   4 см, %C   8 см, $'   12 см. Знайдіть кути трапеції.

���.x Äоведіть, Ùо тангенси гострих кутів прямокутного трикутника 
є взаємно оберненими числами.

 ���.x Äоведіть тотожність 1 2
2

1+ =tg α
αcos

.

��8.x Знайдіть значення виразу:
1) sin2 18° � sin2 72°� 
2) cos3 36° w sin3 54°.

���.xx Катети прямокутного трикутника дорівнюють 30 см і 40 см. 
Знайдіть синус, косинус і тангенс кута між медіаною та ви-
сотою, проведеними до гіпотенузи.

���.xx У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   %C, %' 
і $0 x висоти трикутника, %' : $0  
  3 : 1. Знайдіть cos C.

���.xx У трикутнику $%C відомо, Ùо $%   %C, 
%' і C. x висоти трикутника, cos $  

 �3
7

. Знайдіть відношення C. : %'.

���.
 Äоведіть, Ùо кути $%C і 'E), зображені 
на рисунку 184, рівні.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Бісектриси кутів $ і % паралелограма $%C' перетинаються 
в точці 0, $%   6 см. Знайдіть радіус кола, яке проходить 
через точки $, % і 0.

���. Хорди $% і %C кола перпендикулярні, а відстань між їхніми 
серединами дорівнює 12 см. Знайдіть радіус кола.

C

$
%E

)
'

Рис. 18�
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���. У трикутнику $%C відомо, Ùо %. x висота, $0 x бісектри-
са, %.   26 см, $% : $C   6 : 7. Із точки 0 опуÙено перпен-
дикуляр 0' на сторону $C. Знайдіть відрізок 0'.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Äано два круги, які не мають спільних точок. ·и існує точка, 
Ùо не належить жодному з кругів, така, Ùо будь-яка пряма, 
яка проходить через цю точку, перетинає хоча б один із цих 
кругів"

18. Розв’язування прямокутних трикутників

На рисунку 185 зображено прямокутний трикутник з гострими 
кутами D і E, катети якого дорівнюють a і E, а гіпотенуза дорівнює F.

За означенням синуса гострого кута прямокутного трикутника 

sin ,� � a
c

 sin .� � b
c

 Звідси a   F sin D, E   F sin E.

Отже, катет прямокутного трикутника до�
рівнює доÁутку гіпотенузи на синус кута� проти�
лежного цьому катету.

За означенням косинуса гострого кута прямокут-

ного трикутника cos ,� � b
c

 cos .� � a
c

 Звідси E   F cos D, 

a   F cos E.
Отже, катет прямокутного трикутника до�

рівнює доÁутку гіпотенузи на косинус кута� при�
леглого до цього катета.

За означенням тангенса гострого кута прямокутного трикутни-

ка tg � � a
b

, tg � � b
a

. Звідси a   E tg D, E   a tg E.

Отже, катет прямокутного трикутника дорівнює доÁутку 
другого катета на тангенс кута� протилежного перØому ка�
тету.

Оскільки tg ,α = a

b
 то b a=

tg
.

α
 

Отже, катет прямокутного трикутника дорівнює частці 
від ділення другого катета на тангенс кута� прилеглого до 
перØого катета.

F E

a

D

E

Рис. 18�
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З рівностей sin � � a
c
 і cos� � b

c
 отримуємо: c a�

sin�
 і c b�

cos
.

�
Отже, гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює частці 

від ділення катета на синус протилежного йому кута; 
гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює частці від 

ділення катета на косинус прилеглого до нього кута.

Розвsязати пряÌокутниÉ трикутник означає знайти його сторони 
й кути за відомими сторонами та кутами.

Наведені виÙе правила дають змогу розв’язувати прямокутний 
трикутник за однією стороною та одним гострим кутом.

У задачах на розв’язування прямокутних трикутників, якÙо 
не обумовлено інше, прийнято такі позначення (див. рис. 185): 
F x гіпотенуза, a і E x катети, D і E x кути, протилежні катетам 
a і E відповідно.

§адача �. Розв’яжіть прямокутний трикутник за катетом 
і гострим кутом: a   14 см, D   38°. (Значення тригонометричних 
функцій знайдіть за допомогою мікрокалькулятора та округліть їх 
до сотих. Значення довжин сторін округліть до десятих.)

¯озвsÞзаннÞ. Маємо:
E   90° w D   90° w 38°   52°�
E   a tg E   14 tg 52° | 14æ1,28 | 17,9 (см)�

c a� � � �
�sin sin ,

,
�

14
38

14
0 62

22 6 (см).

В�ÃÎов�Ãь: F | 22,6 см, E | 17,9 см, E   52°. ~
Зазначимо, Ùо цю задачу можна було розв’язати і в інший 

спосіб: наприклад, знайти гіпотенузу, використовуючи теорему 
Піфагора.

§адача �. Розв’яжіть прямокутний трикутник за катетом і гі-
потенузою: a   26 см, F   34 см.

¯озвsÞзаннÞ. Маємо: sin , ... .� � � �a
c

26
34

0 7647

Обчислюємо кут D за допомогою мікрокалькулятора: D | 50°.
Тоді E | 40°.

E   F sin E | 34 sin 40° | 34æ0,643 |�
| 21,862 | 21,9 (см).

В�ÃÎов�Ãь: E | 21,9 см, D | 50°, E | 40°. ~

§адача �. Висота $' трикутника $%C 
(рис. 186) ділить його сторону %C на відрізки 
%' і C' такі, Ùо %'   2 3 см, C'   8 см. 
Знай діть сторони $% і $C, якÙо �%   60°.

C

$

'
%

Рис. 186
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¯озвsÞзаннÞ. Із трикутника $'% (�$'%   90°) отримуємо:
$'   %' tg %   2 3 tg 60°   2 3 3æ   6 (см)�

AB BD
B

� � � �
�cos cos

:
2 3

60
1
2

2 3 4 3  (см).

Із трикутника $'C (�$'C   90°) отримуємо:

AC AD DC� � � � �2 2 2 26 8 10  (см).

В�ÃÎов�Ãь: 4 3  см, 10 см. ~

§адача �. Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорів-
нює E, кут при основі дорівнює D. Знайдіть радіус кола, вписаного 
в трикутник.

¯озвsÞзаннÞ. У трикутнику $%C (рис. 187) 
$%   %C   E, �%$C   D. Проведемо висоту %'.

Із трикутника $'% (�$'%   90°) отримуємо: 
$'   $% cos �%$'   E cos D.

Точка 2 x центр кола, вписаного в трикут-
ник $%C. Отже, точка 2 належить висоті %' і бі-
сектрисі $2 кута %$C. Оскільки 2' A $C, то 
вписане коло дотикається до сторони $C у точці '. 
Таким чином, 2' x радіус вписаного кола. Від-

різок $2 x бісектриса кута %$', тому �2$'   1
2
�%$'   D

2
.

Із трикутника $'2 (�$'2   90°) отримуємо:

2'   $' tg �2$'   E cos D tg D
2

.

В�ÃÎов�Ãь: E cos D tg D
2

. ~

1. Як можна знайти катет прямокутного трикутника, якщо відомо 
гіпотенузу та кут, протилежний цьому катету?

2. Як можна знайти катет прямокутного трикутника, якщо відомо 
гіпотенузу та кут, прилеглий до цього катета?

3. Як можна знайти катет прямокутного трикутника, якщо відомо 
другий катет і кут, протилежний шуканому катету?

4. Як можна знайти катет прямокутного трикутника, якщо відомо 
другий катет і кут, прилеглий до шуканого катета?

5. Як можна знайти гіпотенузу прямокутного трикутника, якщо відо-
мо катет і протилежний цьому катету кут?

6. Як можна знайти гіпотенузу прямокутного трикутника, якщо відо-
мо катет і прилеглий до цього катета кут?

?

%

$ ' C

2

Рис. 18�
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ВПРАВИ

���.° У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°. Знайдіть сторону:

1) %C, якÙо $%   12 см, sin ;A  3
4

2) $C, якÙо $%   21 см, cos $   0,4�
3) $C, якÙо %C   4 см, tg $   1,6�

4) $%, якÙо %C   14 см, cos ;B  7
9

5) $%, якÙо $C   3,2 см, sin %   0,16�

6) %C, якÙо $C   2,3 см, tg %   1
2

.

��8.° У трикутнику 'E) відомо, Ùо �E   90°. Знайдіть сторону:

1) 'E, якÙо ')   18 см, cos '   2
9

;

2) '), якÙо E)   3,5 см, cos )   0,7�

3) E), якÙо 'E   2,4 см, tg '   11
12

.

���.° У прямокутному трикутнику гіпотенуза дорівнює 17 см, 

а синус одного з гострих кутів x 8
17

. Знайдіть катети три-

кутника.

���.° Гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює 10 см, а коси-
нус одного з гострих кутів x 0,8. Знайдіть катети трикутника.

���.° Катет прямокутного трикутника дорівнює 48 см, а тангенс 

протилежного кута x 33
7

. Знайдіть другий катет і гіпотену-

зу трикутника.

���.° У прямокутному трикутнику один із катетів дорівнює 12 см, 
а тангенс прилеглого кута x 0,75. Знайдіть другий катет 
і гіпотенузу трикутника.

���.° Розв’яжіть прямокутний трикутник:
1) за гіпотенузою та гострим кутом: F   28 см, D   48°�
2) за катетом і гострим кутом: a   56 см, E   74°�
3) за катетом і гіпотенузою: a   5 см, F   9 см�
4) за двома катетами: a   3 см, E   7 см.

���.° Розв’яжіть прямокутний трикутник за відомими елементами:
1) a   34 см, D   55°� 3) E   12 см, F   13 см�
2) F   16 см, E   18°� 4) a   4 см, E   14 см.



18.  Розв’язування прямокутних трикутників 133

���.° Використовуючи дані рисунка 188, 
знайдіть висоту ялинки.

���.° Якої довжини має бути пожежна дра-
бина, Ùоб нею можна було піднятися 
на дах будинку заввишки 9 м, якÙо 
ставити її під кутом 70° до поверхні 
землі"

���.° Проїхавши від старту прямолінійною 
ділянкою шосе 300 м, велосипедист 
опинився в точці, розташованій на 
11 м виÙе, ніж точка старту. Знайдіть тангенс кута підйому 
шосе на цій ділянці.

��8.° Під яким кутом падає на землю сонячний промінь, якÙо дов-
жина тіні від вертикальної жердини дорівнює довжині самої 
жердини" 

���.x Кут при вершині рівнобедреного трикутника дорівнює 120°, 
а висота, проведена до основи, x 3 3  см. Знайдіть сторони 
трикутника.

���.x Основи рівнобічної трапеції дорівнюють 8 см і 12 см, а кут 
при основі x 45°. Знайдіть висоту та бічну сторону тра-
пеції.

���.x Äіагональ паралелограма перпендикулярна до його сторони 
й дорівнює a. Знайдіть сторони паралелограма, якÙо один із 
його кутів дорівнює 30°.

���.x Сторона ромба дорівнює a, а один із його кутів x 60°. Знай-
діть діагоналі ромба.

���.x Траншея в перерізі має форму рівнобічної трапеції (рис. 189). 
Знайдіть кут, який утворюють стінки траншеї з її дном.

���.x ¸ирина насипу шосейної дороги в нижній його частині до-
рівнює 80 м (рис. 190), висота насипу x 5 м, а відкоси на-
хилені до горизонту під кутом 20°. Знайдіть ширину насипу 
у верхній його частині.

10 м

6м"

4м
80 м

5 м

"

20° 20°

Рис. 18� Рис. 1��

52�

8м

1,6м

Рис. 188
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���.x Висота %' трикутника $%C ділить сторону $C на відрізки $' 
і C' так, Ùо $'   12 см, C'   4 см. Знайдіть сторону %C, 
якÙо �$   30°.

���.x Висота $) ділить сторону %C трикутника $%C на відрізки %) 
і C). Знайдіть сторону $C, якÙо CF  13  см, �%   60°, а сто-
рона $% дорівнює 18 см.

���.x Із точки ', Ùо лежить поза прямою Q, проведено до цієї 
прямої похилі '. і '%, які утворюють з нею кути 45° і 60° 
відповідно. Знайдіть довжину проєкції похилої '. на пря-
му Q, якÙо DB  10 3  см.

��8.x Із точки 0, Ùо лежить поза прямою l, проведено до цієї 
прямої похилі 01 і 0., які утворюють з нею кути 30° і 45° 
відповідно. Знайдіть похилу 0., якÙо проєкція похилої 01 
на пряму l дорівнює 4 3  см.

���.x Кут при вершині рівнобедреного трикутника дорівнює E, 
висота, проведена до бічної сторони, x K. Знайдіть основу 
трикутника.

���.x Висота, проведена з вершини прямого кута трикутника, до-
рівнює K, гострий кут x D. Знайдіть сторони трикутника.

���.x Один із катетів прямокутного трикутника дорівнює a. Кут 
між другим катетом і висотою, проведеною з вершини прямого 
кута, дорівнює M. Знайдіть невідомі сторони трикутника та 
проведену висоту.

���.x Більша діагональ ромба дорівнює G, а гострий кут x D. Знай-
діть сторону та меншу діагональ ромба.

���.x Гострий кут ромба дорівнює D, радіус вписаного кола x U. 
Знайдіть сторону та діагоналі ромба.

���.xx Äіагональ рівнобічної трапеції перпендикулярна до бічної 
сторони та утворює з основою трапеції кут 30°. Знайдіть ви-
соту трапеції, якÙо радіус кола, описаного навколо трапеції, 
дорівнює 5.

���.xx Одна зі сторін трикутника дорівнює a, прилеглі до неї кути x 
45° і 60°. Знайдіть висоту трикутника, проведену до даної 
сторони.

���.xx Основи трапеції дорівнюють 7 см і 15 см, а кути при більшій 
основі x 30° і 60°. Знайдіть висоту та діагоналі трапеції.
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  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Периметр паралелограма дорівнює 48 см. Бісектриса тупого 
кута ділить його сторону у відношенні 2 : 1, рахуючи від вер-
шини гострого кута. ·и може менша сторона паралелограма 
дорівнювати 7 см"

��8. ·отирикутник $%C' вписано в коло, �%$C   52°, �'%C   34°, 
�$'%   17°. Знайдіть кути чотирикутника.

���. Відомо, Ùо 2 x точка перетину діагоналей $C і %' тра-
пеції $%C' (%C __ $'). Знайдіть відрізки %2 і 2', якÙо 
$2 : 2C   7 : 6 і %'   39 см.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Розріжте ромб на чотири чотирикутники так, Ùоб кожний 
із них був вписаним у коло й описаним навколо кола.



§ 3. Розв’язування прямокутних трикутників136

ЗАВДАННЯ № 3 «ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ» В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ

�. Äіаметр $% кола із центром 2 перпендикуляр-
ний до хорди C' (рис. 191). Яка з наведених 
рівностей є неправильною"
А) $C2   $0æ$%� В) $'2   0%æ$%�
Б) C02   $0æ0%� Г) '02   $0æ0%.

�. На якому рисунку довжина відрізка [ дорів-
нює 2a"

А)

a

[

2a

В)

a

[

9a

Б) 

a

[

4a

Г)

a

[

6a

�. Із теореми Піфагора випливає, Ùо гіпотенуза:
А) дорівнює сумі катетів�
Б) дорівнює сумі квадратів катетів�
В) більша за катет�
Г) дорівнює квадрату суми катетів.

�. Äовжина відрізка [ на рисунку 192 дорівнює:
А) 4� Б) 3� В) 5� Г) 3 2.

�. Бісектриса рівностороннього трикутника зі сто-
роною a дорівнює:

А) 
a 2

2
; Б) 

a 2
3

; В) 
a 3

3
; Г) 

a 3
2

.

�. Радіус кола, описаного навколо квадрата зі сто-
роною a, дорівнює:

А) a
2

; Б) a 2; В) a

2
; Г) 2a.

�. Висота рівнобедреного прямокутного трикутника, проведена до 
гіпотенузи, дорівнює a. Тоді його катет дорівнює:

А) 
a 2

2
; Б) a 2; В) 2a� Г) a

2
.

[ 4

12 13

Рис. 1��

C

$

'

%0
2

Рис. 1�1
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a

[

45°

D

Рис. 1��

8. Нехай D і E x гострі кути прямокутного нерівнобедреного три-
кутника. Яка з наведених рівностей є правильною"
А) sin Dætg D   cos D� В) sin Dætg E   sin E�

Б) 
sin
cos

D
D

   tg E�  Г) cos Dætg E   sin E.

�. Нехай D x гострий кут прямокутного трикутника. Яка з даних 
рівностей не може виконуватися"

А) sin ;� � 1
3

 В) sin ;� � 3
2

Б) sin ;� � 2
4

 Г) sin .� � 2

3

��. Äовжина відрізка [ на рисунку 193 дорівнює:

А) 2
2

asin ;D  В) 
a 2

2
cos ;D

Б) 
a 2

2
 tg D� Г) a 2  tg D.

ГОЛОВНЕ В ПАРАГРАФІ 3

Метричні співвідношення в пряÌокутноÌу трикутнику

Квадрат висоти прямокутного трикутника, проведеної до гіпо-
тенузи, дорівнює добутку проєкцій катетів на гіпотенузу.

Квадрат катета дорівнює добутку гіпотенузи та проєкції цього 
катета на гіпотенузу.

ТеореÌа ПіÔагора

У прямокутному трикутнику квадрат гіпотенузи дорівнює сумі 
квадратів катетів.

±инус гострого кута пряÌокутного трикутника

Синусом гострого кута прямокутного трикутника називають 
відношення протилежного катета до гіпотенузи.

ªосинус гострого кута пряÌокутного трикутника

Косинусом гострого кута прямокутного трикутника називають 
відношення прилеглого катета до гіпотенузи.

Тангенс гострого кута пряÌокутного трикутника

Тангенсом гострого кута прямокутного трикутника називають 
відношення протилежного катета до прилеглого.
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ТригоноÌетричні ÔорÌули

tg � �
�

� sin
cos

   

sin cos2 2 1� �� �  x основна тригонометрична тотожність

cos (90° w D)   sin D 

sin (90° w D)   cos D 

±піввідношення Ìіж сторонаÌи та значенняÌи тригоноÌетрич�
них ÔункÖіÉ кутів у пряÌокутноÌу трикутнику

 x Катет прямокутного трикутника дорівнює добутку гіпотенузи 
на синус кута, протилежного цьому катету.

 x Катет прямокутного трикутника дорівнює добутку гіпотенузи 
на косинус кута, прилеглого до цього катета.

 x Катет прямокутного трикутника дорівнює добутку другого 
катета на тангенс кута, протилежного першому катету.

 x Катет прямокутного трикутника дорівнює частці від ділення 
другого катета на тангенс кута, прилеглого до першого катета.

 x Гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює частці від ді-
лення катета на синус протилежного йому кута.

 x Гіпотенуза прямокутного трикутника дорівнює частці від ді-
лення катета на косинус прилеглого до нього кута.



 §4МНОГОКУТНИКИ. 
ПЛОЩА МНОГОКУТНИКА

Вивчивши матеріал цього параграфа, ви дізнаєтеся про формулу, 
за допомогою якої можна знайти суму кутів опуклого многокутника.

Ви розширите свої уявлення про таку знайому вам величину, як 
площа.

Ви навчитеся знаходити площу паралелограма, трикутника, трапеції.
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19. Многокутники

Розглянемо фігуру, яка складається з точок $1, $2, $3, ..., $Q 
і відрізків $1$2, $2$3, ..., $Qw1$Q, $Q $1 таких, Ùо жодні два сусідніх 
відрізки не лежать на одній прямій і ніякі два несусідніх відрізки 
не мають спільних точок (рис. 194).

$
1

$
2 $

3

$
Q

$
Qw1

$
1

$
2 $

3

$
Q

$
Qw1

Рис. 1�� Рис. 1��

Фігура, утворена цими відрізками, обмежує частину плоÙини, 
виділену на рисунку 195 зеленим кольором. ¶ю частину плоÙини 
разом з відрізками $1$2, $2$3, ..., $Qw1$Q, $Q $1 називають Ìногокут�
никоÌ. Точки $1, $2, $3, ..., $Q називають вершинаÌи многокутника, 
а вказані виÙе відрізки x сторонаÌи многокутника.

Сторони, Ùо є сусідніми відрізками, називають сусідніÌи сто�
ронаÌи многокутника. Вершини, які є кінцями однієї сторони, 
називають сусідніÌи вершинаÌи многокутника.

Äві сусідні сторони многокутника утворюють кут многокутни-
ка. Наприклад, на рисунку 196 D, E, J, G є кутами многокутника, 
а M не є кутом многокутника.

Многокутник називають за кількістю його кутів: трикутник, 
чотирикутник, п’ятикутник тоÙо.

Многокутник позначають за його вершинами. Наприклад, на 
рисунку 197 зображено п’ятикутник $%C'E. У позначенні много-
кутника букви, які стоять поруч, відповідають сусіднім вершинам. 
Наприклад, п’ятикутник, зображений на рисунку 197, можна також 
позначити інакше: C'E$%, E$%C', E'C%$ тоÙо.

D

E

J

G

M %

$

E

C
'

Рис. 1�6 Рис. 1��
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%
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'

C

)

Рис. 1�8 Рис. 1��

ПериÌетроÌ многокутника називають суму довжин усіх його 
сторін.

Відрізок, який сполучає несусідні вершини многокутника, на-
зивають діагоналлÞ. Наприклад, на рисунку 198 відрізок $E x 
діагональ шестикутника $%C'E).

На рисунку 199 зображено многокутник, усі кути якого менші 
від розгорнутого. Такий многокутник називають опуклиÌ. Із сказа-
ного випливає, Ùо будь-який трикутник є опуклим многокутником. 
Зауважимо, Ùо многокутники, зображені на рисунках 196w198, 
не є опуклими.

Опуклий многокутник має такі властивості:
1) оÎуклий ËноÂокутник розта×ований в оÃн�й Î�вÎлоØин� 

в�Ãносно ÀуÃь-Þко� ÎрÞËо�� Øо Ë�стить йоÂо сторону (рис. 200)�
2) оÎуклий ËноÂокутник� в�ÃË�нний в�Ã трикутника� Ë�стить 

ÀуÃь-Þку своÝ Ã�аÂональ (рис. 201).
ЯкÙо многокутник не є опуклим, то він таких властивостей 

не має (рис. 198, 202).

ТеореÌа ��.�. ±ума кутів опуклого Q�кутника дорівнює 
�8�°��Q w ��.

ДовеÃеннÞ.  Äля випадку Q   3 теорему було доведено в 7 кла-
сі (теорема 16.1).

Рис. ��� Рис. ��1 Рис. ���
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Нехай Q ! 3. На рисунку 203 зображено опуклий Q-кутник 
A A A A An n1 2 3 1... .�  Äоведемо, Ùо сума всіх його кутів дорівнює 
180°�(Q w 2).

Проведемо всі його діагоналі, які виходять із вершини A1. 
¶і діагоналі розбивають даний многокутник на (Q w 2) трикутники. 
Сума всіх кутів цих трикутників дорівнює сумі кутів Q-кутника. 
Оскільки сума кутів кожного трикутника дорівнює 180°, то шука-
на сума дорівнює 180°�(Q w 2). 

Зазначимо, Ùо наведена теорема є справедливою також для 
будь-якого многокутника, Ùо не є опуклим.

Означення. ªоло називаÞть описаниÌ навколо Ìного�
кутника� якÙо воно проходить через усі Éого вершини.

На рисунку 204 зображено коло, описане навколо многокутника. 
У цьому разі також говорять, Ùо многокутник вписаниÉ у коло.

¶ентр кола, описаного навколо многокутника, рівновіддалений 
від усіх його вершин. Отже, цей центр належить серединним пер-
пендикулярам усіх сторін многокутника, вписаного в коло.

Навколо многокутника можна описати коло, якÙо існує точка, 
рівновіддалена від усіх його вершин. Отже, якÙо серединні перпен-
дикуляри всіх сторін многокутника перетинаються в одній точці, 
то навколо такого многокутника можна описати коло.

Означення. ªоло називаÞть вписаниÌ у Ìногокутник� 
якÙо воно дотика�ться до всіх Éого сторін.

На рисунку 205 зображено коло, вписане в многокутник. У цьо-
му разі також говорять, Ùо многокутник описаниÉ навколо кола.

¶ентр кола, вписаного в многокутник, рівновіддалений від 
усіх його сторін. Отже, цей центр належить бісектрисам усіх кутів 
многокутника, описаного навколо кола.
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 1. Поясніть, яку фігуру називають многокутником.
 2. Що називають периметром многокутника?
 3. Що називають діагоналлю многокутника?
 4. Який многокутник називають опуклим?
 5. Як розташований опуклий многокутник відносно будь-якої пря-

мої, що містить його сторону?
 6. Чому дорівнює сума кутів опуклого Q-кутника?
 7. Яке коло називають описаним навколо многокутника?
 8. Яка точка є центром кола, описаного навколо многокутника?
 9. Яке коло називають вписаним у многокутник?
10. Яка точка є центром кола, вписаного в многокутник?

 ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

���.° Накресліть і позначте довільний опуклий семикутник, назвіть 
усі його вершини та сторони. Проведіть з однієї вершини всі 
діагоналі, назвіть їх. На скільки трикутників діагоналі роз-
били семикутник"

���.° Накресліть шестикутник, кожний кут якого дорівнює 120°, 
а кожна сторона x 4 см. Опишіть навколо цього шестикут-
ника коло та впишіть у нього коло.

���.° Накресліть п’ятикутник, кожний кут якого дорівнює 108°, 
а кожна сторона x 3 см. Опишіть навколо цього п’ятикутника 
коло та впишіть у нього коло.

���.° Накресліть коло довільного радіуса, поділіть його на 8 рівних 
дуг. Використовуючи точки поділу, побудуйте восьмикутник, 
вписаний у коло.

���.° Накресліть коло довільного радіуса, поділіть його на 12 рівних 
дуг. Використовуючи точки поділу, побудуйте дванадцяти-
кутник, вписаний у коло.

ВПРАВИ

���.° Знайдіть сторони п’ятикутника $%C'E, якÙо сторона %C 
на 1 см більша за сторону $%, C' на 2 см більша за $%, 'E 
на 3 см більша за $%, $E на 4 см більша за $%, а периметр 
п’ятикутника дорівнює 100 см.

?
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���.° Знайдіть суму кутів опуклого: 1) п’ятикутника� 2) восьми-
кут ни ка� 3) двадцятичотирьохкутника.

��8.° Знайдіть суму кутів опуклого: 1) дев’ятикутника� 2) шістна-
дцятикутника.

���.° ·и існує опуклий многокутник, сума кутів якого дорівнює: 
1) 1800°� 2) 720°� 3) 1600°"

���.° ·и існує многокутник, кожний кут якого дорівнює: 1) 150°� 
2) 100°"

���.x Під час знімання плану земельної ді-
лянки, яка має форму п’ятикутника 
(рис. 206), отримали такі величини 
кутів: �$   116°, �%   98°, �C   124°, 
�'   102°, �E   130°. ·и правильно 
було виконано вимірювання"

���.x Знайдіть кути опуклого шестикут-
ника, якÙо вони відносяться як 
3 : 3 : 4 : 4 : 5 : 5.

���.x Знайдіть кути опуклого семикутника, якÙо вони відносяться 
як 6 : 7 : 8 : 9 : 9 : 10 : 11.

���.x Скільки діагоналей можна провести: 1) у дев’ятикутнику� 
2) у двадцятикутнику� 3) у Q-кутнику"

���.x В опуклому многокутнику 54 діагоналі. Знайдіть кількість 
його сторін і суму кутів.

 ���.x Äоведіть, Ùо коли всі сторони многокутника, вписаного 
в коло, рівні, то й усі його кути теж рівні.

 ���.x Äоведіть, Ùо коли всі кути многокутника, описаного 
навколо кола, рівні, то й усі його сторони теж рівні.

��8.xx Усі сторони опуклого п’ятикутника рівні, а кути, прилеглі до 
однієї зі сторін, x прямі. Знайдіть решту кутів п’ятикутника.

���.xx Три кути опуклого многокутника дорівнюють по 100°, а ре-
шта x по 120°. Визначте вид многокутника.

���.xx Äоведіть, Ùо коли кути опуклого шестикутника рівні, то його 
сторони утворюють три пари паралельних сторін.

���.xx Äоведіть, Ùо коли кути опуклого п’ятикутника рівні, то він 
не має паралельних сторін.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. У рівнобічній трапеції діагональ є бісектрисою тупого кута 
й ділить середню лінію трапеції на відрізки завдовжки 7 см 
і 11 см. Знайдіть периметр трапеції.

A

B

C

D

E

Рис. ��6
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���. Медіана та висота прямокутного трикутника, проведені до 
гіпотенузи, дорівнюють відповідно 13 см і 12 см. Знайдіть 
периметр даного трикутника.

���. Бісектриса кута $ трикутника $%C (�C   90°) ділить катет %C 
на відрізки завдовжки 6 см і 10 см. Знайдіть радіус кола, 
яке проходить через точку $, точку C і точку перетину даної 
бісектриси з катетом %C.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. На колі радіуса 1 позначили 1000 точок. Äоведіть, Ùо знай-
деться точка, яка належить даному колу, сума відстаней від 
якої до позначених точок більша за 1000.

20. Поняття площі многокутника. Площа прямокутника

З такою величиною, як плоÙа, ви часто стикаєтеся в повсяк-в повсяк- повсяк-
денному житті: плоÙа квартири, плоÙа дачної ділянки, плоÙа 
поля тоÙо.

Äосвід підказує вам, Ùо рівні земельні ділянки мають рівні 
плоÙі� Ùо плоÙа квартири дорівнює сумі плоÙ усіх її приміÙень 
(кімнат, кухні, коридору тоÙо).

Ви знаєте, Ùо плоÙі земельних ділянок вимірюють у сотках 
(арах) і гектарах� плоÙі регіонів і держав x у квадратних кіломе-
трах� плоÙу квартири x у квадратних метрах.

На цих практичних знаннях про плоÙу будується означення 
плоÙі многокутника.

Означення. ПлоÙеÞ Ìногокутника називаÞть додатну 
величину� яка Ìа� такі властивості�

�� рівні Ìногокутники ÌаÞть рівні плоÙі�
�� якÙо Ìногокутник складено з кількох Ìногокутників� то 

Éого плоÙа дорівнÞ� суÌі плоÙ Öих Ìногокутників�
�� за одиниÖÞ виÌіру плоÙі беруть одиничниÉ квадрат� тобто 

квадрат зі стороноÞ� яка дорівнÞ� одиниÖі виÌіру довжини.

Виміряти плоÙу многокутника x це означає порівняти його 
плоÙу з плоÙею одиничного квадрата. У результаті отримують 
числове значення плоÙі даного многокутника. ¶е число показує, 
у скільки разів плоÙа даного многокутника відрізняється від плоÙі 
одиничного квадрата.
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Наприклад, якÙо клітинку вашого зошита прийняти за одинич-
ний квадрат, то плоÙа многокутника, зображеного на рисунку 207, 
дорівнюватиме 11 квадратним одиницям (коротко записують: 11 од.2).

Зазвичай для знаходження плоÙі використовують формули, 
тобто обчислюють плоÙу многокутника за певними його відоми-
ми елементами (сторонами, діагоналями, висотами тоÙо). Äеякі 
з них ви вже знаєте. Наприклад, ви неодноразово застосовували 
формулу 6   aE, де 6 x плоÙа прямокутника, a і E x довжини 
його сусідніх сторін.

Äля доведення цієї формули буде потрібною така лема.

«еÌа.  ¯лоÙа квадрата зі стороною 1
n

 од. �Q x натураль�. �Q x натураль� �Q x натураль�

не число� дорівнює 
1

2n
 од.�.

ДовеÃеннÞ.  Розглянемо одиничний квадрат і поділимо його 

на Q2 рівних квадратів зі стороною 1
n

 (рис. 208).

З означення плоÙі многокутника (властивість 1) випливає, Ùо 
всі ці квадрати мають рівні плоÙі. За властивістю 2 сума плоÙ 
цих квадратів дорівнює плоÙі одиничного квадрата, тобто 1 од.2. 

Тому плоÙа кожного маленького квадрата дорівнює 1
2n
 од.2. 

ТеореÌа ��.�. ̄ лоÙа прямокутника дорівнює доÁутку дов�
жин його сусідніÕ сторін.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 209 зображено прямокутник $%C', 
довжини сусідніх сторін якого дорівнюють a і E: $%   a, %C   E. 
Äоведемо, Ùо плоÙу 6 прямокутника обчислюють за формулою 
6   aE для випадку, коли a і E x раціональні числа.
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·исла a і E подамо у вигляді звичайних дробів з однаковими 
знаменниками:

a p
n

 , b q
n

 , 

де S, T, Q x натуральні числа.
Поділимо сторону $% на S рівних частин, а сторону %C x 

на T рівних частин. ·ерез точки поділу проведемо прямі, пара-
лельні сторонам прямокутника. Тоді прямокутник буде поділено 

на ST рівних квадратів зі стороною 1
n

.

Згідно з лемою плоÙа кожного квадрата дорівнює 1
2n

. З озна-

чення плоÙі (властивість 2) випливає, Ùо плоÙа прямокутника 
дорівнює сумі плоÙ усіх квадратів, тобто 

S pq ab
n n n n

p
n

q
n

pq

� � � � � � �1 1 1 1
2 2 2 2

... .

äîäàíê³â
� ���� ����

æ æ

Розгляд випадку, коли хоча б одне із чисел a або E є ірраціо-
нальним, виходить за межі шкільного курсу геометрії. 

Означення. Многокутники� які ÌаÞть рівні плоÙі� називаÞть 
рівновеликиÌи.

З означення плоÙі (властивість 1) випливає, Ùо всі рівні фігури 
рівновеликі. Проте не всі фігури, які мають рівні 
плоÙі, є рівними. Наприклад, на рисунку 210 
зображено два многокутники, кожний з яких 
складається із семи одиничних квадратів. ¶і 
многокутники рівновеликі, але не рівні.

1. Що називають площею многокутника?
2. Що означає виміряти площу многокутника?
3. Що показує числове значення площі?

4. Чому дорівнює площа квадрата зі стороною 1
n

 од., де Q — на-

туральне число?
5. Чому дорівнює площа прямокутника?
6. Які многокутники називають рівновеликими?
7. Чи можна стверджувати, що коли дві фігури рівні, то вони рівно-

великі?
8. Чи можна стверджувати, що коли дві фігури рівновеликі, то вони 

рівні?

Рис. �1�

?
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ВПРАВИ

���.° Знайдіть сторони прямокутника, якÙо одна з них на 5 см 
більша за другу, а плоÙа прямокутника дорівнює 36 см2.

���.° ПлоÙа прямокутника дорівнює 270 см2, а його сторони від-
носяться як 5 : 6. ·ому дорівнюють сторони прямокутника"

��8.° Які з прямокутників, зображених на рисунку 211, рівнове-
ликі"

а

À

в
Â

�
Ã

Рис. �11

���.° Квадрат зі стороною 12 см і прямокутник, одна зі сторін 
якого дорівнює 8 см, рівновеликі. Знайдіть периметр даного 
прямокутника.

���.° Знайдіть периметр квадрата, який рівновеликий прямокут-
нику зі сторонами 2 см і 32 см.

���.° ·и вистачить 5 т гороху, Ùоб засіяти ним поле, яке має форму 
прямокутника зі сторонами 500 м і 400 м, якÙо на 1 га треба 
висіяти 260 кг гороху"

���.° Äовжина стіни дорівнює 6 м, а висота x 3 м. ·и вистачить 
п’яти контейнерів кахлю, Ùоб обкласти ним цю стіну, якÙо 
одна плитка має форму квадрата зі стороною 15 см, а в одно-
му контейнері вміÙуються 160 плиток"

���.° Витрати емалевої фарби на одношарове покриття становлять 
180 г на 1 м2. ·и вистачить 3 кг емалі, Ùоби пофарбувати 
стіну завдовжки 6 м і заввишки 3 м"

���.° Тиск деякого газу в посудині становить 0,0015 Н/м2. З якою 
силою тисне цей газ на стінку посудини прямокутної форми 
розміром 35 u 24 см"
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���.° Границя міцності сталі деякої марки дорівнює 60 Н/мм2. 
При якому навантаженні розірветься стержень, поперечний 
переріз якого є прямокутником зі сторонами 20 мм і 10 мм"

���.x Äіагональ прямокутника дорівнює G і утворює з однією зі 
сторін кут D. Знайдіть плоÙу прямокутника.

���.x Сторона прямокутника дорівнює 15 см і утворює з діагоналлю 
кут 30°. Знайдіть плоÙу прямокутника.

��8.x Знайдіть відношення плоÙ двох квадратів, сторони яких від-
носяться як: 1) 3 : 4� 2) 2 : 5.

���.x Як відносяться сторони двох квадратів, якÙо їхні плоÙі від-
носяться як: 1) 25 : 36� 2) 3 : 49"

�8�.x Одна зі сторін прямокутника дорівнює 28 см. Як зміниться 
плоÙа прямокутника, якÙо сусідню його сторону зменшити 
на 5 см"

�8�.x Як зміниться плоÙа прямокутника, якÙо:
1) дві його протилежні сторони збільшити в 3 рази�
2) усі його сторони збільшити в 3 рази�
3) дві його протилежні сторони збільшити в 6 разів, а дві 

інші x зменшити в 3 рази"
�8�.x Як зміниться плоÙа прямокутника, якÙо:

1) дві його протилежні сторони зменшити в 4 рази, а дві 
інші x у 2 рази�

2) дві його протилежні сторони збільшити в 4 рази, а дві 
інші x зменшити в 4 рази"

�8�.x На продовженні сторони $' паралелограма $%C' за точку ' 
позначено точку 0 так, Ùо $'   0'. Äоведіть, Ùо парале-
лограм $%C' і трикутник $%0 рівновеликі.

�8�.x ПлоÙа квадрата $%C' дорівнює 10 см2 (рис. 212). ·ому до-
рівнює плоÙа прямокутника %0.'"

�8�.x Äоведіть, Ùо коли точка E x середина відрізка $. (рис. 213), 
то трикутник $.' і прямокутник $%C' рівновеликі.

%

$ '

C

.

0

%

$ '

C
)

.

E

Рис. �1� Рис. �1�
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�8�.x У скільки разів плоÙа квадрата, описаного навколо кола, 
більша за плоÙу квадрата, вписаного в це коло"

�8�.x ПлоÙа прямокутного аркуша паперу, довжини сторін якого 
виражено цілими числами сантиметрів, дорівнює 12 см2. Скіль-
ки квадратів плоÙею 4 см2 можна вирізати із цього аркуша"

�88.x ПлоÙа прямокутного аркуша паперу, довжини сторін якого 
виражено цілими числами сантиметрів, дорівнює 18 см2. 
Скільки квадратів зі стороною 3 см можна вирізати із цього 
аркуша"

�8�.x Бісектриса кута прямокутника ділить його діагональ у від-
ношенні 2 : 7. Знайдіть плоÙу прямокутника, якÙо його 
периметр дорівнює 108 см.

���.x Бісектриса кута прямокутника ділить його діагональ у від-
ношенні 1 : 4. Знайдіть периметр прямокутника, якÙо його 
плоÙа дорівнює 36 см2.

���.
 Побудуйте квадрат, плоÙа якого дорівнює сумі плоÙ двох 
даних квадратів.

���.
 Сторони прямокутника дорівнюють a і E. Побудуйте квадрат, 
плоÙа якого дорівнює плоÙі даного прямокутника.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. Серединний перпендикуляр діагоналі %' паралелограма $%C' 
перетинає сторони $% і C'. Продовження сторін $' і %C він 
перетинає в точках 0 і . відповідно. Визначте вид чотири-
кутника 0%.'.

���. Продовження бічних сторін $% і C' трапеції $%C' перети-
наються в точці 0. Знайдіть відрізок $0, якÙо $%   6 см 
і %C : $'   3 : 4.

���. Знайдіть відстань від точки перетину діагоналей ромба до його 
сторони, якÙо гострий кут ромба дорівнює 30°, а сторона x 
8 см.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Кожний із двох подібних трикутників розрізали на два три-
кутники так, Ùо одна з отриманих частин одного трикутни-
ка подібна одній із частин другого трикутника. ·и можна 
стверджувати, Ùо дві інші частини також подібні"
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21. Площа паралелограма

ТеореÌа ��.�. ̄ лоÙа паралелограма дорівнює доÁутку його 
сторони та висоти� яка проведена до ціє� сторони.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 214 зображено паралелограм $%C', 
плоÙа якого дорівнює 6, і його висоту %0. Äоведемо, Ùо 6   %Cæ%0.

Проведемо висоту C1. Легко показати (зробіть це самостійно), 
Ùо чотирикутник 0%C1 x прямокутник. Покажемо, Ùо він рів-
новеликий даному паралелограму.

ПлоÙа паралелограма дорівнює сумі плоÙ трикутника $%0 
і трапеції 0%C'. ПлоÙа прямокутника дорівнює сумі плоÙ за-
значеної трапеції та трикутника 'C1. Проте трикутники $%0 
і 'C1 рівні за гіпотенузою та гострим кутом (відрізки $% і C' 
рівні як протилежні сторони паралелограма, кути 1 і 2 рівні як 
відповідні при паралельних прямих $% і 'C та січній $'). Отже, ці 
трикутники рівновеликі. Звідси випливає, Ùо паралелограм $%C' 
і прямокутник 0%C1 рівновеликі.

За теоремою 20.1 плоÙа прямокутника дорівнює добутку дов-
жин сторін %C і %0. Тоді 6   %Cæ%0, де 6 x плоÙа паралело-
грама $%C'.

¹об завершити доведення, потрібно розглянути випадки, коли 
основа 0 висоти %0 не належатиме стороні $' (рис. 215) або 
збігатиметься з вершиною ' (рис. 216). І в цьому разі паралело-
грам $%C' і прямокутник 0%C1 будуть рівновеликими. Äоведіть 
цей факт самостійно. 

$

% C

'0 1
1 2

$

% C

'0 1 $

% C

' (0) 1

Рис. �1� Рис. �1� Рис. �16

ЯкÙо позначити довжини сторони паралелограма та проведеної 
до неї висоти відповідно буквами a і K, то плоÙу 6 паралелограма 
обчислюють за формулою

6   DK

1. Чому дорівнює площа паралелограма?
2. За якою формулою обчислюють площу паралелограма?

?
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ВПРАВИ

���.° Знайдіть плоÙу паралелограма, сторона якого дорівнює 14 см, 
а проведена до неї висота x 6 см.

��8.° Обчисліть плоÙу паралелограма, зображеного на рисунку 217 
(розміри дано в сантиметрах).

4

5,2
5

3,6

а À

Рис. �1�

���.° Які з паралелограмів, зображених на рисунку 218, рівнове-
ликі"
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Рис. �18

���.° ПлоÙа паралелограма $%C' (рис. 219) дорівнює 6. ·ому до-
рівнює плоÙа зафарбованої фігури"

���.° ПлоÙа паралелограма дорівнює 17 см2, а одна з його сто-
рін x 3,4 см. Знайдіть висоту паралелограма, проведену до 
цієї сторони.

���.° ПлоÙа паралелограма дорівнює 40 см2, а висоти дорівнюють 
5 см і 4 см. Знайдіть сторони цього паралелограма.



15321.  Площа паралелограма

$

%

C

C

' $

%

'

C

$

%

'

$

%

C

'
'

C%

$

а À в

Â �

Рис. �1�

���.° Заповніть таблицю, де a x довжина сторони паралелограма, 
K x довжина висоти, проведеної до цієї сторони, 6 x плоÙа 
паралелограма:

a 6,2 см 16 дм

K 7 см 0,9 м

6 64 дм2 5,4 м2

���.x Сторони паралелограма дорівнюють 10 см і 15 см, а одна 
з висот дорівнює: 1) 6 см� 2) 12 см. Знайдіть другу висоту 
паралелограма. Скільки розв’язків у кожному випадку має 
задача"

���.x Знайдіть плоÙу паралелограма, сторони якого дорівнюють 
15 см і 25 см, а одна з діагоналей перпендикулярна до меншої 
сторони.

���.x� Знайдіть плоÙу паралелограма, діагоналі якого дорівнюють 
26 см і 24 см, а одна з них перпендикулярна до сторони па-
ралелограма.

���.x Äіагональ паралелограма, яка дорівнює 18 см, перпендикуляр-
на до однієї зі сторін і утворює кут 30° із другою стороною. 
Знайдіть плоÙу паралелограма.

��8.x Сторони паралелограма дорівнюють a і E, його гострий кут 
дорівнює D. Знайдіть плоÙу паралелограма.
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���.x Кут між висотами паралелограма, проведеними з вершини 
тупого кута, дорівнює 60°. Знайдіть плоÙу паралелограма, 
якÙо його висоти дорівнюють 8 см і 12 см.

���.x Сторони паралелограма дорівнюють 14 см і 20 см, а кут між 
його висотами, проведеними з вершини тупого кута, x 45°. 
Знайдіть плоÙу паралелограма.

���.x Знайдіть плоÙу ромба, якÙо його висота дорівнює 6 см, 
а більша діагональ x 10 см.

���.x Менша діагональ ромба дорівнює a, а один із кутів x 60°. 
Знайдіть плоÙу ромба.

���.x Äоведіть, Ùо висоти паралелограма обернено пропорційні 
сторонам, до яких вони проведені.

���.x Сторони паралелограма дорівнюють 9 см і 12 см, а сума двох 
його нерівних висот дорівнює 14 см. Знайдіть плоÙу парале-
лограма.

���.x Різниця двох сторін паралелограма дорівнює 12 см, а прове-
дені до них висоти дорівнюють 15 см і 10 см. Знайдіть плоÙу 
паралелограма.

���.xx Äоведіть, Ùо з усіх паралелограмів зі сторонами a і E най-
більшу плоÙу має прямокутник.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

���. У трикутнику $%C відомо, Ùо �C   90°, $C   7 см, %C   24 см, 
$0 x бісектриса. Знайдіть синус, косинус і тангенс кутів 
%$C і $0C.

��8. У рівнобедреному трикутнику $%C з основою $C медіа-
ни $0 і C. перетинаються в точці 2. Äоведіть, Ùо трикут-
ник $2C рівнобедрений, і знайдіть його бічні сторони, якÙо 
$0   21 см.

���. На медіані $0 трикутника $%C позначено точку ' так, Ùо 
$' : '0   1 : 3. ·ерез точку ' проведено пряму, паралельну 
стороні $C. У якому відношенні ця пряма ділить сторону %C, 
рахуючи від вершини C"

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. Äоведіть, Ùо в опуклому дев’ятикутнику знайдуться дві діа-
гоналі, кут між якими менший від 7°.
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22. Площа трикутника

ТеореÌа ��.�. ¯лоÙа трикутника дорівнює половині до�
Áутку його сторони та проведено� до не� висоти.

ДовеÃеннÞ. ~ На рисунку 220 зображено 
трикутник $%C, плоÙа якого дорівнює 6, 

і його висоту %0. Äоведемо, Ùо 6   1
2
$Cæ%0.

·ерез вершини % і C трикутника проведемо 
прямі, паралельні сторонам $C і $% відповідно 
(рис. 220). Нехай ці прямі перетинаються 
в точці 1. ·отирикутник $%1C x паралело-
грам за означенням. Трикутники $%C і 1C% рівні (доведіть це 
самостійно). Отже, їхні плоÙі також рівні. Тоді плоÙа трикутни-
ка $%C дорівнює половині плоÙі паралелограма $%1C. Висота %0 
трикутника $%C є також висотою паралелограма $%1C. Звідси 

6   1
2
$Cæ%0. 

ЯкÙо скористатися позначеннями для висот і сторін трикутни-
ка $%C, то згідно з доведеною теоремою маємо:

S ah bh cha b c   1
2

1
2

1
2

,

де 6 x плоÙа трикутника.

­аслідок. ¯лоÙа прямокутного трикутника дорівнює по�
ловині доÁутку його катетів.

Äоведіть цю теорему самостійно.

  §адача. Äоведіть, Ùо плоÙа ромба дорівнює половині до-
бутку його діагоналей.

¯озвsÞзаннÞ. На рисунку 221 зображено 
ромб $%C', плоÙа якого дорівнює 6. Його діа-
гоналі $C і %' перетинаються в точці 2. Äове-

демо, Ùо 6   1
2
$Cæ%'.

Оскільки діагоналі ромба перпендикулярні, 
то відрізки АО і СО є висотами трикутників %$' 
і %C' відповідно. Тоді можна записати:

6   6%$' � 6%C'   
1
2

%'æ$2 � 1
2

%'æC2  

  1
2
%' ($2 � C2)   1

2
%'æ$C. ~

$

% 1

C0

Рис. ���

C$

%

'

2

Рис. ��1
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1. Як знайти площу трикутника, якщо відомо його сторону та висо-
ту, проведену до неї?

2. Як знайти площу прямокутного трикутника, якщо відомо його 
катети?

ВПРАВИ

���.° Сторона трикутника дорівнює 12 см, а висота, проведена до 
неї, x 2,5 см. Знайдіть плоÙу трикутника.

���.° Знайдіть плоÙу прямокутного трикутника, катети якого до-
рівнюють 10 см і 18 см.

���.° Які з трикутників, зображених на рисунку 222, рівновеликі"

а À в

Â � Ã

Рис. ���

���.° Обчисліть плоÙі трикутників, зображених на рисунку 223, 
якÙо довжина сторони клітинки дорівнює одиниці довжини.

а À в Â

Рис. ���

?
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���.° ПлоÙа трикутника дорівнює 48 см2. Знайдіть сторону трикут-
ника, якÙо висота, проведена до цієї сторони, дорівнює 8 см.

���.° Відомо, Ùо дві сторони трикутника дорівнюють 24 см і 9 см, 
а висота, проведена до більшої з відомих сторін, x 6 см. 
Знайдіть висоту трикутника, проведену до меншої з відомих 
сторін.

���.° Заповніть таблицю, де a x довжина сторони трикутника, K x 
довжина висоти, проведеної до неї, 6 x плоÙа трикутника:

a 2,4 см 9 дм

K 4 см 5 м

6 81 дм2 65 м2

��8.° Знайдіть плоÙу рівнобедреного трикутника, основа якого 
дорівнює 24 см, а бічна сторона x 13 см.

���.° Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 61 см, 
а висота, проведена до основи, x 60 см. Знайдіть плоÙу 
трикутника.

���.° Один із катетів прямокутного трикутника дорівнює 12 см, 
а медіана, проведена до гіпотенузи, x 18,5 см. Знайдіть 
плоÙу трикутника.

���.x Знайдіть плоÙу прямокутного трикутника, якÙо висота, про-
ведена до гіпотенузи, ділить її на відрізки завдовжки 3 см 
і 27 см.

���.x Висота прямокутного трикутника, проведена до гіпотенузи, 
дорівнює 8 см, а проєкція одного з катетів на гіпотенузу x 
6 см. Знайдіть плоÙу трикутника.

���.x Висота %' трикутника $%C ділить його сторону $C на від-
різки $' і C'. Знайдіть плоÙу трикутника $%C, якÙо %C   
 37 см, �$   30°, C'   5 см.

���.x Висота $0 трикутника $%C ділить його сторону %C на від-
різки %0 і 0C. Знайдіть плоÙу трикутника $%C, якÙо $%   
 10 2 см, $C   26 см, �%   45°.

���.x Знайдіть плоÙу рівнобедреного трикутника, бічна сторона 
якого дорівнює E, а кут при основі дорівнює D.

���.x Висота рівнобедреного трикутника, проведена до основи, 
дорівнює K, а кут при вершині дорівнює E. Знайдіть плоÙу 
трикутника.

  ���.x Знайдіть плоÙу рівностороннього трикутника, сторона 
якого дорівнює a.
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��8.x Знайдіть плоÙу рівнобедреного прямокутного трикутника, 
гіпотенуза якого дорівнює F.

���.x Знайдіть висоту прямокутного трикутника, проведену до 
гіпотенузи, якÙо його катети дорівнюють 10 см і 24 см.

���.x Точка дотику кола, вписаного в прямокутний трикутник, 
ділить його гіпотенузу на відрізки завдовжки 8 см і 12 см. 
Знайдіть плоÙу трикутника.

���.x Знайдіть плоÙу рівнобедреного трикутника, якÙо його пери-
метр дорівнює 54 см, а висота, проведена до основи, x 9 см.

���.x Основа рівнобедреного трикутника відноситься до його висо-
ти, опуÙеної на основу, як 8 : 3, бічна сторона трикутника 
дорівнює 40 см. Знайдіть плоÙу трикутника.

  ���.x Äоведіть, Ùо плоÙа опуклого чотирикутника, діагоналі 
якого перпендикулярні, дорівнює половині їхнього добутку.

���.x ПлоÙа ромба дорівнює 120 см2, а його діагоналі відносяться 
як 5 : 12. Знайдіть периметр ромба.

���.x Знайдіть плоÙу ромба, сторона якого дорівнює 25 см, а сума 
діагоналей x 62 см.

���.x Знайдіть плоÙу ромба, сторона якого дорівнює 39 см, а різ-
ниця діагоналей x 42 см.

 ���.x Äано пряму l і паралельний їй відрізок $%. Äоведіть, 
Ùо всі трикутники $;%, де ; x довільна точка прямої l, 
рівновеликі.

��8.x Äоведіть, Ùо коли висота одного трикутника дорівнює висоті 
другого трикутника, то плоÙі даних трикутників відносяться 
як їхні сторони, до яких проведено ці висоти.

 ���.x Äоведіть, Ùо медіана трикутника розбиває його на два 
рівновеликих трикутники.

 ���.x На стороні $C трикутника $%C позначено точку 0 так, 

Ùо AM
MC

m
n

 . Äоведіть, Ùо 
S

S
m
n

ABM

CBM

 .

���.x У трикутнику провели всі три медіани. Äоведіть, Ùо вони 
розбивають трикутник на шість рівновеликих трикутників.

���.x ·ерез вершину % трикутника $%C проведіть дві прямі так, 
Ùоб вони розбили даний трикутник на три рівновеликих 
трикутники.

���.x ·ерез вершину паралелограма проведіть прямі так, Ùоб вони 
розбили даний паралелограм: 1) на чотири рівновеликих 
многокутники� 2) п’ять рівновеликих многокутників.

���.x ·ерез вершину ромба проведіть дві прямі так, Ùоб вони роз-
били даний ромб на три рівновеликих многокутники.
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���.x Побудуйте трикутник, рівновеликий даному паралелограму.
 ���.x У трикутнику проведено три висоти. Äоведіть, Ùо до 
найбільшої сторони трикутника проведено найменшу висоту.

  ���.xx На стороні $C трикутника $%C позначено точку 0 так, 

Ùо AM
MC

m
n

 . Нехай ; x довільна внутрішня точка відріз-

ка %0. Äоведіть, Ùо 
S

S
m
n

ABX

CBX

 .

��8.xx Точка дотику кола, вписаного в прямокутний трикутник, 
ділить його гіпотенузу на відрізки, один з яких на 14 см 
більший за другий. Знайдіть плоÙу трикутника, якÙо радіус 
вписаного кола дорівнює 4 см.

���.xx У прямокутному трикутнику $%C до гіпотенузи $% проведено 
висоту C0. ПлоÙа трикутника $C0 дорівнює 6 см2, а пло-
Ùа трикутника %C0 x 54 см2. Знайдіть сторони трикутни-
ка $%C.

���.xx Знайдіть плоÙу прямокутного трикутника, якÙо бісектриса 
його гострого кута ділить протилежний катет на відрізки зав- 
довжки 21 см і 35 см.

���.xx Знайдіть плоÙу прямокутного трикутника, якÙо бісектриса пря-
мого кута ділить гіпотенузу на відрізки завдовжки 2 см і 6 см.

���.xx ¶ентр кола, вписаного в рівнобедрений трикутник, ділить 
його висоту, проведену до основи, на відрізки, довжини яких 
дорівнюють 34 см і 16 см. Знайдіть плоÙу даного трикутника.

���.xx У рівнобедрений трикутник вписано коло. Точка дотику ді-
лить бічну сторону трикутника у відношенні 9 : 8, рахуючи 
від вершини рівнобедреного трикутника. Знайдіть плоÙу 
трикутника, якÙо радіус вписаного кола дорівнює 16 см.

���.
 На продовженнях сторін $%, %C, $C рівностороннього три-
кутника $%C за точки %, C і $ відповідно позначено точки ', 
E і ) так, Ùо %'   CE   $)   2$%. Знайдіть плоÙу трикут-
ника 'E), якÙо плоÙа трикутника $%C дорівнює 1 см2.

���.
 У трикутнику $%C позначено точку 0 так, Ùо плоÙі три-
кутників $0%, %0C і $0C рівні. Äоведіть, Ùо 0 x точка 
перетину медіан трикутника $%C.

���.
 На стороні $C трикутника $%C позначено точку '. Проведіть 
через цю точку пряму так, Ùоб вона розбила даний трикутник 
на два рівновеликих многокутники.

���.
 Äоведіть, Ùо сума відстаней від довільної точки рівносто-
роннього трикутника до його сторін є сталою для даного 
трикутника.
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  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

��8. У рівнобедреному трикутнику $%C ($%   %C) бісектриса кута $ 
перетинає сторону %C у точці 0. Знайдіть кути трикутни-
ка $%C, якÙо �$0%   117°.

���. У рівнобічній трапеції основи дорівнюють 18 см і 12 см. Біч-
на сторона утворює з основою кут 30°. Знайдіть діагональ 
трапеції.

���. ¶ентр кола, вписаного в рівнобічну трапецію, віддалений від 
кінців її бічної сторони на 12 см і 16 см. Знайдіть периметр 
трапеції.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

���. На плоÙині дано Q точок (Q ! 3), жодні три з яких не лежать 
на одній прямій. Äоведіть, Ùо існує трикутник з вершинами 
в даних точках, який не містить жодної з решти (Q w 3) точок.

23. Площа трапеції

ТеореÌа ��.�. ¯лоÙа трапеці� дорівнює доÁутку півсуми �� 
основ і висоти.

ДовеÃеннÞ.  На рисунку 224 зображено 
трапецію $%C' ($' __ %C), плоÙа якої дорів-
нює 6. Відрізок C1 x висота цієї трапеції. 

Äоведемо, Ùо 6   1
2
 (%C � $')æC1.

Проведемо діагональ $C і висоту $0 тра-
пеції. Відрізки АМ і С1 є висотами трикут-
ників АВС і $C' відповідно.

Маємо:
S S SABC ACD� �   1

2
%Cæ$0 � 1

2
$'æC1  

  1
2
%CæC1 � 1

2
$'æC1   1

2
 (%C � $')æC1. 

ЯкÙо позначити довжини основ трапеції та її висоти відповід-
но буквами a, E і K, то плоÙу 6 трапеції обчислюють за формулою

S ha b� �
2

æ

% C

'

0

1$

Рис. ���
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­аслідок. ¯лоÙа трапеці� дорівнює доÁутку �� середньо� 
ліні� та висоти.

1. Сформулюйте теорему про площу трапеції.
2. За якою формулою обчислюють площу трапеції?

ВПРАВИ

���.° Знайдіть плоÙу трапеції, основи якої дорівнюють 7 см і 12 см, 
а висота x 6 см.

���.° Знайдіть плоÙу трапеції, середня лінія якої дорівнює 18 см, 
а висота x 9 см.

���.° ПлоÙа трапеції дорівнює 96 см2, а її висота x 3 см. Знайдіть 
основи трапеції, якÙо вони відносяться як 3 : 5.

���.° ПлоÙа трапеції дорівнює 45 см2, одна з основ x 8 см, а ви-
сота x 6 см. Знайдіть другу основу трапеції.

���.° Знайдіть плоÙу рівнобічної трапеції, основи якої дорівнюють 
14 см і 16 см, а діагональ x 17 см.

���.° ·ому дорівнює плоÙа прямокутної 
трапеції, основи якої дорівнюють 9 см 
і 16 см, а більша бічна сторона x  

65  см"
��8.° Знайдіть плоÙу рівнобічної трапеції, 

основи якої дорівнюють 14 см і 32 см, 
а бічна сторона x 15 см.

���.° На рисунку 225 зображено поперечний переріз траншеї, який 
має форму трапеції. Обчисліть плоÙу цього поперечного пере-
різу (розміри дано в метрах).

�8�.° Знайдіть плоÙу трапеції, зображеної на рисунку 226 (розміри 
дано в сантиметрах).

40
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45° 45°

32

48
60°
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Рис. ��6
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Рис. ���
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�8�.° Знайдіть плоÙу трапеції, зображеної на 
рисунку 227 (розміри дано в сантиме-
трах).

�8�.x У рівнобічній трапеції діагональ є бісек-
трисою гострого кута й ділить середню лі-
нію трапеції на відрізки завдовжки 6 см 
і 12 см. Знайдіть плоÙу трапеції.

�8�.x Основи прямокутної трапеції дорівнюють 9 см і 17 см, а діа-
гональ є бісектрисою її тупого кута. Обчисліть плоÙу трапеції.

�8�.x Точка перетину бісектрис гострих кутів при основі трапеції 
належить другій основі. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо її 
бічні сторони дорівнюють 17 см і 25 см, а висота x 15 см.

�8�.x Точка перетину бісектрис тупих кутів при основі трапеції 
належить другій основі. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо її 
бічні сторони дорівнюють 10 см і 17 см, а висота x 8 см.

�8�.x Бічна сторона рівнобічної трапеції дорівнює 20 3 см і утво-
рює з основою кут 60°. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо в неї 
можна вписати коло.

�8�.x Основи рівнобічної трапеції дорівнюють 32 см і 50 см. ·ому до-
рівнює плоÙа даної трапеції, якÙо в неї можна вписати коло"

�88.x Менша бічна сторона прямокутної трапеції дорівнює 8 см, 
а гострий кут x 45°. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо в неї 
можна вписати коло.

�8�.x Більша бічна сторона прямокутної трапеції дорівнює 28 см, 
а гострий кут x 30°. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо в неї 
можна вписати коло.

���.x Äоведіть, Ùо пряма, яка проходить через середину середньої 
лінії трапеції та перетинає її основи, розбиває дану трапецію 
на два рівновеликих многокутники.

���.x Побудуйте рівновеликий даній трапеції:
1) паралелограм, відмінний від прямокутника�
2) прямокутник.

���.x Побудуйте трикутник, рівновеликий даній трапеції.
���.xx Знайдіть плоÙу рівнобічної трапеції, основи якої дорівнюють 

24 см і 40 см, а діагональ перпендикулярна до бічної сторони.
���.xx Äіагональ рівнобічної трапеції перпендикулярна до бічної 

сторони, яка дорівнює 15 см. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо 
радіус кола, описаного навколо неї, дорівнює 12,5 см.

���.xx Äіагоналі трапеції перпендикулярні, одна з них дорівнює 
48 см, а середня лінія трапеції x 25 см. Знайдіть плоÙу 
трапеції.

24

36

150°
20

Рис. ���
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���.xx Äіагональ рівнобічної трапеції є бісектрисою її гострого кута 
й перпендикулярна до бічної сторони. Знайдіть плоÙу трапе-
ції, якÙо її менша основа дорівнює a.

���.xx У рівнобічну трапецію вписано коло. Одна з її бічних сторін 
точкою дотику ділиться на відрізки завдовжки 4 см і 9 см. 
Знайдіть плоÙу трапеції.

��8.xx У прямокутну трапецію вписано коло радіуса 12 см. Більша 
з бічних сторін точкою дотику ділиться на два відрізки, біль-
ший з яких дорівнює 16 см. Знайдіть плоÙу трапеції.

���.xx Äіагональ рівнобічної трапеції ділить висоту, проведену 
з вершини тупого кута, на відрізки завдовжки 15 см і 12 см, 
а бічна сторона трапеції дорівнює її меншій основі. Знайдіть 
плоÙу трапеції.

8��.xx Більша діагональ прямокутної трапеції ділить висоту, про-
ведену з вершини тупого кута, на відрізки завдовжки 15 см 
і 9 см. Більша бічна сторона трапеції дорівнює її меншій 
основі. Знайдіть плоÙу трапеції.

8��.xx У трапеції $%C' відомо, Ùо %C __ $', точка 0 x середина 
сторони $%. Знайдіть плоÙу трикутника C0', якÙо плоÙа 
даної трапеції дорівнює 6.

  ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ

8��. Периметр паралелограма $%C' дорівнює 50 см, а периметр 
трикутника $%' x 40 см. Знайдіть сторони паралелограма, 
якÙо $'   %'.

8��. Коло, побудоване на діагоналі $C ромба $%C' як на діаметрі, 
проходить через середину сторони $%. Знайдіть кути ромба.

8��. На сторонах $%, %C і $C трикутника $%C позначили відповід-
но точки 0, . і ' так, Ùо 0. __ $C, '. __ $%, %. : .C   3 : 2. 
Знайдіть периметр чотирикутника $0.', якÙо $C   15 см, 
$%   25 см.

 СПОСТЕРІГАЙТЕ, РИСУЙТЕ,
КОНСТРУЮЙТЕ, ФАНТАЗУЙТЕ

8��. ·и можна квадрат зі стороною 1,5 см покрити трьома квадра-
тами зі стороною 1 см"
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  РІВНОСКЛАДЕНІ Й РІВНОВЕЛИКІ МНОГОКУТНИКИ

ЯкÙо деякий многокутник можна розрізати на частини та 
скласти з них інший многокутник, то такі многокутники називають 
рівноскладениÌи.

Наприклад, якÙо прямокутник розрізати вздовж його діагона-
лі (рис. 228), то отримаємо два рівних прямокутних трикутники, 
з яких можна скласти рівнобедрений трикутник (рис. 229). Фігури 
на рисунках 228 і 229 x рівноскладені.

Рис. ��8 Рис. ���

Очевидно, Ùо рівноскладені многокутники є рівновеликими. 
¶ей факт застосовують під час доведення теорем і розв’язування 
задач. Наприклад, доводячи теорему 21.1, ми фактично розрізали 
паралелограм на трикутник $%0 і трапецію 0%C', з яких склали 
прямокутник 0%C1 (див. рис. 215).

ЯкÙо трикутник розрізати вздовж середньої лінії, то з отрима-
них трикутника та трапеції можна скласти паралелограм (рис. 230).

Рис. ��� Рис. ��1

Легко встановити (зробіть це самостійно), Ùо таке розрізання 
трикутника приводить до Ùе одного доведення теореми про плоÙу 
трикутника (теорема 22.1). ¶ій самій меті слугує розрізання три-
кутника на частини, з яких можна скласти прямокутник (рис. 231).

Евклід у своїй знаменитій книзі «Начала» формулює теорему 
Піфагора так:

«ПлоÙа квадрата, побудованого на гіпотенузі, дорівнює сумі 
плоÙ квадратів, побудованих на катетах».
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ЯкÙо показати, Ùо можна розрізати квадрати, побудовані на ка-
тетах, на частини та скласти із цих частин квадрат зі стороною, яка 
дорівнює гіпотенузі, то тим самим буде доведено теорему Піфагора.

На рисунку 232 показано один із можливих способів такого 
розрізання. Квадрати, побудовані на катетах, розрізано на частини, 
плоÙі яких дорівнюють S1, S2, S3, S4. Із цих частин складено ква-
драт, побудований на гіпотенузі.

6
1

6
3 6

4

6
2

$

%

'

C

+

Рис. ��� Рис. ���

З означення плоÙі многокутника випливає, Ùо рівноскладені 
многокутники є рівновеликими. Проте зовсім неочевидною є така 
теорема.

ТеореÌа. ¡удь�які два рівновеликиÕ многокутники є рівно�
складеними.

Уперше цей факт довів у 1832 р. угорський математик Фар-
каш Бояї. Трохи згодом німецький математик Пауль Гервін 
знайшов інше доведення. Тому цю теорему називають теоремою 
БояїxГервіна.

ВПРАВИ

�. Äоведіть, Ùо трапеція є рівноскладеною з паралелограмом, 
основа якого дорівнює середній лінії трапеції, а висота x висоті 
трапеції.

�. Äоведіть, Ùо плоÙа трапеції дорівнює добутку бічної сторони та 
перпендикуляра, опуÙеного на пряму, яка містить цю сторону, 
із середини другої бічної сторони.

�. У чотирикутнику $%C' кути $%C і $'C прямі, а сторони $% 
і %C рівні (рис. 233). Відомо, Ùо %+ A $' і %+   1. Знайдіть 
плоÙу чотирикутника $%C'. 
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  ТЕОРЕМА ЧЕВИ

На сторонах %C, C$ і $% трикутника $%C позначимо довільні 
точки A1, B1, C1 (рис. 234). Кожен із відрізків AA1, BB1, CC1  на-
зивають чевіаноÞ трикутника $%C. Така назва пов’язана з ім’ям 
італійського інженера й математика Äжованні ·еви (1648w1734), 
який відкрив дивовижну теорему.
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Рис. ��� Рис. ���

ЯкÙо точки A1, B1  і C1 узято так, Ùо чевіани є бісектрисами, 
або медіанами, або висотами гострокутного трикутника, то ці че-
віани перетинаються в одній точці.

ЯкÙо три прямі перетинаються в одній точці, то їх називають 
конкурентниÌи.

Теорема ·еви дає загальний критерій конкурентності трьох 
довільних чевіан.

ТеореÌа. ¤ля того ÙоÁ чевіани $$�� %%� і &&� трикутни�
ка $%& перетиналися в одній точці� неоÁÕідно і достатньо� ÙоÁ 
виконувалася рівність
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ДовеÃеннÞ. Äоведемо спочатку необхідну умову конкурент-
ності: якÙо чевіани AA1, BB1 і CC1  перетинаються в одній точці, 
то виконується рівність (
).

Скориставшися результатом ключової задачі 757, можна за-
писати (рис. 235):
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Перемноживши записані рівності, отримаємо рівність (
).
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Äоведемо тепер достатню умову конкурентності: якÙо викону-
ється рівність (
), то чевіани AA1, BB1 і CC1  перетинаються в одній 
точці.

Нехай чевіани AA1 і BB1 перетинаються в точці ', а чевіана, 
яка проходить через вершину C і точку ', перетинає сторону $% 
у деякій точці C2. З доведеного виÙе можна записати:
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Зіставляючи цю рівність з рівністю (
), доходимо висновку, Ùо 
AC

C B

AC

C B
1

1

2

2

 , тобто точки C1 і C2 ділять відрізок $% в одному й тому 

самому відношенні, а отже, ці точки збігаються. Таким чином, 
пряма C' перетинає сторону $% у точці C1. 

ВПРАВИ

�. Äоведіть, Ùо:
1) медіани трикутника конкурентні�
2) бісектриси трикутника конкурентні�
3) висоти гострокутного трикутника конкурентні.

�. Нехай A1, B1, C1 x точки дотику вписаного кола відповідно до 
сторін %C, $C, $% трикутника $%C. Äоведіть, Ùо чевіани AA1, 
BB1 і CC1  конкурентні.

�. Прямі $3, %3 і C3 перетинають сторони трикутника $%C у точ-
ках A1, B1  і C1 відповідно. Äоведіть, Ùо прямі, які проходять 
через середини сторін %C, C$ і $% паралельно прямим $3, %3 
і C3 відповідно, конкурентні.

Вказ�вка. Застосуйте теорему ·еви до трикутника, вершини 
якого є серединами сторін трикутника $%C.
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ЗАВДАННЯ № 4 «ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ» В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ

�. Скільки сторін в опуклому Q-кутнику, якÙо сума його кутів 
дорівнює 1260°"
А) 7� Б) 9� В) 11� Г) 13.

�. В опуклому Q-кутнику 14 діагоналей. ·ому дорівнює сума його 
кутів"
А) 1000°� Б) 800°� В) 900°� Г) 720°.

�. Як зміниться плоÙа прямокутника, якÙо кожну з його сторін 
зменшити в 10 разів"
А) Зменшиться в 100 разів�
Б) зменшиться у 20 разів�
В) зменшиться в 10 разів�
Г) зменшиться в 1000 разів.

�. ПлоÙа паралелограма дорівнює 80 см2, а одна з його сторін x 
16 см. Якої довжини може бути сусідня сторона паралелограма"
А) 2 см� Б) 3 см� В) 4 см� Г) 6 см.

�. На стороні %C паралелограма $%C' позначено точку 0 так, Ùо 
%0 : 0C   1 : 3. ·ому дорівнює плоÙа трикутника $%0, якÙо 
плоÙа паралелограма дорівнює 6"

А) S
8

; Б) S
4

; В) S
16

; Г) S
2

.

�. На рисунку 236 плоÙа кожного з маленьких квадратів дорівнює 
4 см2. ·ому дорівнює плоÙа великого квадрата"
А) 16 см2� Б) 20 см2� В) 32 см2� Г) 40 см2.

2
1 2

2
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$

Рис. ��6 Рис. ���
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�. У коло радіуса 1 см вписано квадрат і рівносторонній трикутник. 
·ому дорівнює відношення плоÙі даного трикутника до плоÙі 
квадрата"

А) 
3 3

4
; Б) 3 3; В) 

3 3
2

; Г) 
3 3

8
.

8. Точки 21 і 22 x центри рівних кіл, які мають тільки одну 
спільну точку (рис. 237), %22 A 2122, $%   10 см. ·ому дорівнює 
плоÙа трикутника $%22"

А) 10 см2� Б) 15 см2� В) 18 см2� Г) 20 см2.
�. Äано дві точки $ і %. Геометричним місцем точок ; таких, Ùо 

плоÙі трикутників $;% дорівнюють даному числу 6, є:
А) коло з діаметром $%�
Б) серединний перпендикуляр відрізка $%�
В) пряма, паралельна $%�
Г) дві прямі, паралельні $%.

��. Äіагоналі рівнобічної трапеції перпендикулярні та ділять її 
середню лінію на три рівні частини. ·ому дорівнює плоÙа 
трапеції, якÙо її більша основа дорівнює 12 см"
А) 50 см2� Б) 64 см2� В) 81 см2� Г) 144 см2.

ГОЛОВНЕ В ПАРАГРАФІ 4

±уÌа кутів опуклого Q�кутника

Сума кутів опуклого Q-кутника дорівнює 180°�(Q w 2).

ªоло� описане навколо Ìногокутника

Коло називають описаним навколо многокутника, якÙо воно 
проходить через усі його вершини.

ªоло� вписане в Ìногокутник

Коло називають вписаним у многокутник, якÙо воно дотика-
ється до всіх його сторін.

ПлоÙа Ìногокутника

ПлоÙею многокутника називають додатну величину, яка має 
такі властивості:
1) рівні многокутники мають рівні плоÙі�
2) якÙо многокутник складено з кількох многокутників, то 

його плоÙа дорівнює сумі плоÙ цих многокутників�
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3) за одиницю виміру плоÙі беруть одиничний квадрат, тобто 
квадрат зі стороною, яка дорівнює одиниці виміру довжини.

ПлоÙа пряÌокутника

ПлоÙа прямокутника дорівнює добутку довжин його сусідніх 
сторін.

Рівновеликі Ìногокутники

Многокутники, які мають рівні плоÙі, називають рівновели-
кими.

ПлоÙа паралелограÌа

ПлоÙа паралелограма дорівнює добутку його сторони та висоти, 
яка проведена до цієї сторони.

ПлоÙа трикутника

ПлоÙа трикутника дорівнює половині добутку його сторони та 
проведеної до неї висоти.

ПлоÙа пряÌокутного трикутника

ПлоÙа прямокутного трикутника дорівнює половині добутку 
його катетів.

ПлоÙа трапеÖії

 x ПлоÙа трапеції дорівнює добутку півсуми її основ і висоти.
 x ПлоÙа трапеції дорівнює добутку її середньої лінії та висоти.
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ВПРАВИ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ КУРСУ ГЕОМЕТРІЇ 8 КЛАСУ

1. Чотирикутники
8��. Знайдіть периметр паралелограма, якÙо бісектриса одного 

з його кутів ділить сторону паралелограма на відрізки зав-
довжки 9 см і 14 см.

8��. Бісектриса кута %$' паралелограма $%C' перетинає сторо-
ну %C у точці 0 так, Ùо %0 : 0C   5 : 4. Знайдіть сторони 
паралелограма, якÙо периметр трикутника %2C на 8 см біль-
ший за периметр трикутника C2', де 2 x точка перетину 
діагоналей паралелограма.

8�8. У паралелограмі $%C' відомо, Ùо 2 �$'%   �$ � �%'C. 
Знайдіть кут $'%.

8��. У паралелограмі $%C' відомо, Ùо $%   a, %C   E, a ! E. Кола, 
вписані в трикутники $%' і C%', дотикаються до діагоналі %' 
у точках 0 і . відповідно. Знайдіть відрізок 0..

8��. Скільки різних паралелограмів можна скласти з двох рівних 
трикутників, якÙо вони: 1) різносторонні� 2) рівнобедрені� 
3) рівносторонні"

8��. ·и є правильним твердження:
1) якÙо діагоналі чотирикутника рівні, то цей чотирикут-

ник x паралелограм�
2) якÙо дві сторони чотирикутника паралельні й точка пе-

ретину діагоналей рівновіддалена від цих сторін, то цей 
чотирикутник x паралелограм�

3) якÙо дві сторони чотирикутника паралельні, а дві інші x 
рівні, то цей чотирикутник x паралелограм�

4) якÙо бісектриси двох протилежних кутів чотирикутника 
перпендикулярні до бісектриси його третього кута, то цей 
чотирикутник x паралелограм�

5) якÙо діагональ чотирикутника розбиває його на два рівних 
трикутники, то цей чотирикутник x паралелограм�

6) якÙо кожна діагональ чотирикутника розбиває його на два 
рівних трикутники, то цей чотирикутник x паралелограм�

7) якÙо кожні дві протилежні вершини чотирикутника рівно-
віддалені від діагоналі, яка сполучає дві інші вершини, то 
цей чотирикутник x паралелограм"

8��. ·и є правильним твердження:
1) якÙо дві сторони чотирикутника паралельні, а одна з діа-

гоналей розбиває чотирикутник на два рівних трикутники, 
то цей чотирикутник x паралелограм�
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2) якÙо дві сторони чотирикутника паралельні, а точка пере-
тину діагоналей ділить одну з них навпіл, то цей чотири-
кутник x паралелограм�

3) якÙо дві протилежні сторони чотирикутника рівні та діа-
гоналі його рівні, то цей чотирикутник x паралелограм"

8��. Периметр ромба дорівнює 8 см, а його висота x 1 см. Знайдіть 
кути ромба.

8��. Кут при вершині % ромба $%C' дорівнює 40°, точки 0 і . x 
основи перпендикулярів, опуÙених із вершини $ на сторо-
ни %C і C' відповідно. Знайдіть кути трикутника $0..

8��. Перпендикуляр, опуÙений із вершини % прямокутника $%C' 
на діагональ $C, ділить кут $%C на два кути, величини яких 
відносяться як 1 : 3. Знайдіть кут між проведеним перпенди-
куляром і діагоналлю %'.

8��. Серединний перпендикуляр діагоналі прямокутника утворює 
з його більшою стороною кут 60°. Відрізок цієї прямої, який 
належить прямокутнику, дорівнює 12 см. Знайдіть більшу 
сторону прямокутника.

8��. На діагоналі $C ромба $%C' позначено точки 0 і . так, Ùо 
$0   C.. Äоведіть, Ùо �$%0   �C%..

8�8. Периметр ромба на 42 см більший за сторону ромба. Знайдіть 
периметр ромба.

8��. ·и є правильним твердження:
1) якÙо діагоналі чотирикутника рівні, то цей чотирикут-

ник x прямокутник�
2) якÙо діагоналі чотирикутника рівні та перпендикулярні, 

то цей чотирикутник x квадрат�
3) якÙо діагоналі чотирикутника перпендикулярні та точкою 

перетину діляться навпіл, то цей чотирикутник x квадрат�
4) якÙо діагоналі чотирикутника рівні, перпендикулярні та 

точкою перетину діляться навпіл, то цей чотирикутник x 
квадрат�

5) якÙо три сторони чотирикутника рівні, а діагональ є бісек-
трисою одного з його кутів, то цей чотирикутник x ромб"

У разі ствердної відповіді об�рунтуйте її, у разі заперечної x 
накресліть чотирикутник, який слугує контрприкладом.

8��. На сторонах $%, %C і $C трикутника $%C позначено точки ', 
) і E відповідно так, Ùо %'   %)   'E   E). Äоведіть, Ùо 
точка ) належить бісектрисі кута %'E.

8��. Відстань від середини хорди $C кола до діаметра $% дорівнює 
4 см. Знайдіть хорду %C, якÙо �%$C   30°.
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8��. Побудуйте паралелограм за його вершиною та серединами 
сторін, яким ця вершина не належить.

8��. Бічна сторона $% і менша основа %C трапеції $%C' дорів-
нюють відповідно 16 см і 15 см. Який із відрізків перетинає 
бісектриса кута %$' x основу %C чи бічну сторону C'"

8��. Äіагональ рівнобічної трапеції дорівнює більшій основі та 
утворює з нею кут 40°. Знайдіть кути трапеції.

8��. Кут між двома січними, які проходять через точку поза колом, 
дорівнює 35°. Градусна міра більшої дуги кола, Ùо міститься 
між сторонами цього кута, дорівнює 100°. Знайдіть градусну 
міру меншої дуги, яка міститься між сторонами даного кута.

8��. Äоведіть, Ùо коли вершина кута лежить поза колом, а кут 
спирається на діаметр кола, то цей кут гострий.

8��. Äоведіть, Ùо коли вершина кута лежить усередині кола, а кут 
спирається на діаметр кола, то цей кут тупий або розгорнутий.

8�8. Äіагоналі чотирикутника $%C', вписаного в коло, перпен-
дикулярні, �$C%   10°, �%'C   70°. Знайдіть кути даного 
чотирикутника.

2. Подібність трикутників

8��. Äві паралельні прямі перетинають одну зі сторін кута з вер-
шиною 0 у точках $ і C, а другу x відповідно в точках % 
і '. Знайдіть відрізки 0$ і 0C, якÙо 0% : %'   2 : 3 
і 0$ � 0C   14 см.

8��. Знайдіть відношення основ трапеції, якÙо її діагоналі ділять 
середню лінію трапеції на три рівні частини.

8��. На медіані %' трикутника $%C позначено точку 0 так, Ùо 
%0 : 0'   3 : 2. Пряма $0 перетинає сторону %C у точці E. 
У якому відношенні точка E ділить сторону %C, рахуючи від 
вершини %"

8��. Бісектриса кута $ паралелограма $%C' перетинає діагональ 
%' і сторону %C у точках E і ) відповідно, %E : E'   2 : 7. 
Знайдіть відношення %) : )C.

8��. Медіани $' і %0 трикутника $%C перетинаються в точці 2. 
·ерез точку 2 проведено пряму, яка паралельна стороні $C 
і перетинає сторону %C у точці .. Знайдіть відрізки %', '. 
і .C, якÙо %C   18 см.

8��. Бісектриса %' трикутника $%C ділить сторону $C на від-
різки $' і 'C, довжини яких відносяться як 3 : 5. Знайдіть 
сторони $% і %C, якÙо їхня сума дорівнює 56 см.
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8��. Радіус кола, вписаного в рівнобедрений трикутник, становить 
2
9
 висоти, проведеної до основи трикутника. Знайдіть сторони 

трикутника, якÙо його периметр дорівнює 72 см.
8��. Сторони трикутника дорівнюють 2,5 см, 4,5 см і 6 см. Знай-

діть сторони подібного йому трикутника, якÙо його більша 
сторона дорівнює 24 см.

8��. У трикутник $%C вписано ромб $'E) так, Ùо кут $ у них 
спільний, а вершина E належить стороні %C. Знайдіть сторону 
ромба, якÙо $%   a, $C   E.

8�8. Периметр паралелограма дорівнює 72 см, а його висоти від-
носяться як 5 : 7. Знайдіть сторони паралелограма.

8��. Äано три точки, які не лежать на одній прямій. Проведіть 
пряму, рівновіддалену від цих точок. Скільки розв’язків має 
задача"

8��. Пряма 0% перетинає коло в точках $ і % (точка $ лежить між 
точками 0 і %), а пряма 0' x у точках C і ' (точка C лежить 
між точками 0 і '). Знайдіть відрізок $%, якÙо $%   0C, 
0$   20 см, C'   11 см.

8��. Пряма $% дотикається до кола в точці %, а пряма $C перети-
нає коло в точках C і ' (точка ' лежить між точками $ і C). 
Знайдіть відрізок C', якÙо $%   6 см, $C   9 см.

8��. Хорди $% і C' кола перетинаються в точці 0, C0   4 см, 
'0   6 см, відрізок $0 на 2 см більший за відрізок %0. 
Знайдіть хорду $%.

8��. На одній стороні кута з вершиною в точці $ позначили точ-
ки % і C, а на другій x точки ' і E, причому $%   10 см, 
$C   18 см, $' : $E   5 : 9. Знайдіть відрізок CE, якÙо 
%'   20 см.

3. Розв’язування прямокутних трикутників
8��. Медіана прямокутного трикутника, проведена до гіпотену-

зи, дорівнює 10 см, а відстань між серединою гіпотенузи та 
основою висоти трикутника, проведеної до гіпотенузи, дорів-
нює 6 см. Знайдіть периметр даного трикутника.

8��. Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 15 см, а ви-
сота, проведена до основи, на 6 см менша від основи. Знайдіть 
основу трикутника.

8��. Із точки ., Ùо лежить поза прямою a, проведено до цієї пря-
мої похилі .$ і .%, які утворюють з нею кути 45° і 30° від-
повідно. Знайдіть проєкцію похилої .% на пряму a, якÙо 
.$   8 6  см.
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8��. Перпендикуляр, проведений із точки перетину діагоналей 
ромба до його сторони, ділить її на відрізки завдовжки 4 см 
і 25 см. Знайдіть діагоналі ромба.

8�8. Коло, центр якого належить гіпотенузі прямокутного три-
кутника, дотикається до більшого катета й проходить через 
вершину протилежного гострого кута. Знайдіть радіус кола, 
якÙо катети дорівнюють 5 см і 12 см.

8��. Катети прямокутного трикутника дорівнюють 6 см і 8 см. Знай-
діть відстань від вершини меншого гострого кута трикутника 
до центра вписаного кола.

8��. Перпендикуляр, опуÙений із точки кола на його діаметр, ді-
лить діаметр на два відрізки, один з яких на 27 см більший за 
другий. Знайдіть діаметр кола, якÙо довжина перпендикуляра 
дорівнює 18 см.

4. Многокутники. Площа многокутника

8��. ПлоÙа паралелограма $%C' дорівнює 6. Знайдіть плоÙу за-
фарбованої фігури (рис. 238).

$

%

'

C

$

%

'

C

а À

Рис. ��8

8��. Знайдіть плоÙу паралелограма $%C', якÙо %' A $', %'  
  16 см, �$   45°.

8��. Знайдіть плоÙу квадрата, діагональ якого дорівнює G.
8��. Знайдіть плоÙу рівностороннього трикутника, якÙо радіус 

описаного навколо нього кола дорівнює 5.
8��. Катет прямокутного трикутника дорівнює E, а протилежний 

йому кут дорівнює E. Знайдіть плоÙу трикутника.
8��. Гострий кут прямокутного трикутника дорівнює D, а гіпотенуза 

дорівнює F. Знайдіть плоÙу трикутника.
8��. Менша основа рівнобічної трапеції дорівнює 15 см, а висо-

та x 3 3  см. Знайдіть плоÙу трапеції, якÙо один з її кутів 
дорівнює 150°.
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8�8. Äіагоналі рівнобічної трапеції є бісектрисами її гострих ку-
тів і точкою перетину діляться у відношенні 5 : 13. Знайдіть 
плоÙу трапеції, якÙо її висота дорівнює 90 см.

8��. ПлоÙа рівнобічної трапеції дорівнює 36 2  см2, а гострий 
кут x 45°. Знайдіть висоту трапеції, якÙо в неї можна впи-
сати коло.

8��. Розгадайте кросворд.
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По горизонталі� 
�. Äавньогрецький учений. 
�. Один із видів паралелограма. 
8. Кут, вершиною якого є центр кола. 
�. ·отирикутник, у якого тільки одна пара паралельних сторін. 
��. Відношення катета, протилежного гострому куту прямокутного 

трикутника, до гіпотенузи. 
��. Геометрична фігура. 
��. Трикутники, кути яких рівні, а сторони пропорційні. 
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�8. Відношення катета, прилеглого до гострого кута прямокутного 
трикутника, до гіпотенузи. 

��. Мно гокутники, які мають рівні плоÙі. 
��. Äавньогрецький математик. 
��. Прямокутник, у якого всі сторони рівні. 
��. Сума сторін многокутника. 
��. Одна із частин кола, на які ділять його дві точки.

По вертикалі� 
�. Відношення катета, протилежного гострому куту прямокутного 

трикутника, до прилеглого катета. 
�. Вид чотирикутника. 
�. Сторона прямокутного трикутника. 
�. Кут, вершина якого належить колу, а сторони перетинають це 

коло. 
�. Пряма, яка проходить через точку кола та перпендикулярна до 

радіуса, проведеного в цю точку. 
��. Сторона прямокутного трикутника, квадрат якої дорівнює сумі 

квадратів двох інших сторін. 
��. Паралелограм, у якого всі сторони рівні. 
��. Твердження, правильність якого встановлюють за допомогою 

доведення. 
��. Величина. 
��. Хорда кола, яка проходить через його центр. 
��. Äопоміжна теорема.
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ДРУЖИМО З КОМП’ЮТЕРОМ
У 7 класі ви вже користувалися комп’ютером під час вивчення 

геометрії. У 8 класі ви вивчатимете більш складні геометричні 
фігури, а отже, зможете вдосконалити свої вміння, опанувавши 
складніші інструменти графічних пакетів.

Нагадаємо, Ùо, крім завдань, наведених у цьому розділі, ви змо-
жете застосовувати різноманітні програми, призначені спеціально 
для засвоєння шкільного курсу геометрії. Ви можете звертатися 
до глобальної мережі Інтернет для пошуку цих програм та іншої 
потрібної вам інформації.

У цьому розділі наведено завдання, які ви зможете виконувати 
за допомогою комп’ютера в міру вивчення відповідних тем. Біль-
шість із них x завдання на побудову геометричних фігур, для яких 
ви застосовуватимете певний графічний редактор. Крім цих завдань, 
ви можете виконувати завдання з рубрики «Практичні завдання» 
та розв’язувати задачі на побудову не лише в зошиті, а й за допо-
могою комп’ютера. У 7 класі ви дізналися, Ùо в геометрії побудови 
проводять за допомогою лінійки та циркуля. Тому вам потрібно 
знайти серед інструментів графічного редактора ті, Ùо виконують 
функції лінійки та циркуля.

1. Чотирикутник та його елементи
�. Побудуйте чотирикутники, Ùо ілюструватимуть теоретичні 

відомості цього параграфа.

2. Паралелограм. Властивості паралелограма
�. Визначте, якими властивостями паралелограма треба скорис-

татися, Ùоби правильно зобразити цю фігуру. Які інструменти 
графічного редактора треба для цього застосувати" Нарисуйте 
паралелограм і побудуйте дві його висоти, Ùо виходять з однієї 
вершини. Який інструмент ви використаєте, Ùоб опустити ви-
соту на задану сторону"

3. Ознаки паралелограма
�. Уявіть собі, Ùо зображено чотирикутник. У який спосіб ви може-

те перевірити, чи є він паралелограмом" Якими інструментами 
графічного редактора можна для цього скористатися"

4. Прямокутник
�. Знайдіть у графічному редакторі засіб, Ùо дає змогу швидко 

будувати різні прямокутники.

5. Ромб
�. Яка властивість ромба дає змогу швидко й правильно побудувати 

ромб"
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�. Побудуйте два перпендикулярних відрізки, Ùо перетинаються. 
Уявіть собі, Ùо вони є діагоналями чотирикутника, і побудуйте 
цей чотирикутник. ·и обов’язково ви отримаєте ромб" Якою 
умовою треба доповнити це завдання, Ùоб отриманий чотири-
кутник неодмінно виявився ромбом"

6. Квадрат
�. Знайдіть у графічному редакторі засіб, який дає змогу швидко 

будувати різні квадрати.

7. Середня лінія трикутника
8. Який інструмент графічного редактора ви використаєте, Ùоб 

знайти середину відрізка"
�. Нарисуйте довільний чотирикутник. Виконайте побудову, яка 

проілюструє ключову задачу п. 7. Як ви перевірите, Ùо відрізки, 
які сполучають середини сторін даного чотирикутника, утворили 
паралелограм"

8. Трапеція
��. Побудуйте трапецію. Якими інструментами графічного редакто-

ра ви скористаєтеся, Ùоб забезпечити паралельність сторін тра- 
пеції" Ùоби побудувати рівнобічну трапецію" Ùоби побудувати 
прямокутну трапецію"

9. Центральні та вписані кути
��. Нарисуйте коло та побудуйте кілька вписаних кутів, які спи-

раються на одну й ту саму дугу. Користуючись інструментами 
графічного редактора, визначте їхні градусні міри.

��. Нарисуйте коло, побудуйте центральний і вписаний кути, які 
спираються на одну й ту саму дугу. Перевірте, як співвідно-
сяться величини цих кутів.

10. Описане та вписане кола чотирикутника
��. Знайдіть оптимальний спосіб побудови рисунків, на яких мають 

бути зображені коло, вписані в коло та описані навколо кола 
чотирикутники. Яка властивість дотичної до кола дає змогу 
правильно зобразити описаний чотирикутник"

11. Теорема Фалеса.  
Теорема про пропорційні відрізки

��. Побудуйте рисунки, Ùо ілюструють теорему Фалеса та теорему 
про пропорційні відрізки. Вимірте довжини потрібних відрізків 
і перевірте, чи виконуються для них твердження цих теорем. 
Наскільки точно можна виміряти відрізки засобами графічного 
редактора, яким ви користуєтеся"
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��. Уявіть собі, Ùо у вашому графічному редакторі немає інстру-
мента, який дає змогу будувати паралельні прямі. Як ви можете 
побудувати паралельні прямі, спираючись на теорему Фалеса"

12. Подібні трикутники
��. Опануйте інструменти графічного редактора, які дають змогу 

зображати фігури, Ùо мають однакову форму, але різні роз-
міри. Побудуйте за допомогою цих інструментів подібні три-
кутники.

��. Побудуйте графічну ілюстрацію до леми про подібні трикут-
ники. Користуючись зазначеними інструментами, покажіть, 
Ùо зображені трикутники справді є подібними.

13. Перша ознака подібності трикутників
�8. Побудуйте два відрізки різної довжини. Уявіть собі, Ùо це 

відповідні сторони подібних трикутників. Узявши перший 
із цих відрізків як сторону, побудуйте довільний трикутник. 
Побудуйте подібний йому трикутник, узявши другий відрізок 
як його сторону� застосуйте для цього першу ознаку подібності 
трикутників.

14. Друга та третя ознаки подібності трикутників
��. Придумайте самостійно та виконайте завдання, яке дало б змо-

гу за допомогою комп’ютера продемонструвати другу та третю 
ознаки подібності трикутників.

15. Метричні співвідношення в прямокутному трикутнику
��. Побудуйте прямокутний трикутник та опустіть висоту на гі-

потенузу. Переконайтеся, Ùо виконується лема п. 15.

16. Теорема Піфагора
��. ·асто теорему Піфагора ілюструють, побудувавши квадрати на 

сторонах прямокутного трикутника. Багато поколінь школярів 
і школярок називають цей рисунок «Піфагорові штани» й фор-
мулюють теорему в жартівливій формі: «Піфагорові штани на 
всі сторони рівні». Побудуйте цей рисунок. 

��. ·и є в графічному редакторі інструмент для розрізання фігури 
на частини, якими надалі можна оперувати окремо"

��. Розрізавши на частини квадрати, побудовані на катетах, можна 
скласти із цих частин квадрат, побудований на гіпотенузі. Äля 
довільного трикутника пошук таких частин x задача непро-
ста. А ось для рівнобедреного трикутника знайти такий спосіб 
розрізання досить легко. Які це частини" Побудуйте рівнобед-
рений прямокутний трикутник. Створіть такий набір фігур, 
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Ùоб, переміÙуючи їх, можна було скласти або квадрат, побу-
дований на гіпотенузі, або два квадрати, побудовані на катетах.

17. Тригонометричні функції гострого кута 
прямокутного трикутника

��. Опануйте інструменти калькулятора, які дають змогу знахо-
дити тригонометричні функції гострого кута трикутника.

��. Знайдіть інструменти для знаходження тригонометричних 
функцій у мові програмування, яку ви вивчаєте.

18. Розв’язування прямокутних трикутників
��. Під час розв’язування задач цього пункту користуйтеся каль-

кулятором для обчислень.

19. Многокутники
��. Сформулюйте який-небудь набір властивостей многокутника 

(кількість сторін, опуклість, вписаний у коло, описаний навколо 
кола тоÙо). Побудуйте многокутник, Ùо має цей набір власти-
востей. Якими інструментами графічного редактора треба ско-
ристатися, Ùоб забезпечити виконання заданих властивостей"

20. Поняття площі многокутника. Площа прямокутника
�8. Побудуйте квадрат і візьміть його за одиничний. Скопіюйте 

його кілька разів. З отриманих одиничних квадратів складіть 
кілька різних рівновеликих прямокутників.

21. Площа паралелограма
��. Створіть набір фігур, за допомогою яких можна проілюструвати 

доведення теореми про плоÙу паралелограма. Якою властиві-
стю плоÙі многокутника ми при цьому користуємося"

��. Теорема 21.1 є справедливою незалежно від того, яку зі сторін 
паралелограма з опуÙеною на неї висотою вибрати для обчис-
лення плоÙі. Створіть набір фігур, за допомогою яких можна 
проілюструвати це твердження.

22. Площа трикутника
��. Створіть набори фігур, за допомогою яких можна проілюстру-

вати доведення тверджень теоретичної частини цього пара-
графа.

23. Площа трапеції
��. Побудуйте довільну трапецію. Розріжте її на частини так, 

Ùоби показати, Ùо формула для обчислення плоÙі трапеції 
є правильною. 
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ПРОЄКТНА РОБОТА

¶я рубрика адресована передусім тим, хто бажає навчитися 
самостійно набувати знань, творчо мислити, формувати, висловлю-
вати та відстоювати свою точку зору, висувати гіпотези, знаходити 
найбільш раціональні та нестандартні рішення.

Першим кроком, який може допомогти в досягненні цих цілей, 
є участь у проєктній роботі.

Про�кт x Öе саÌостіÉне дослідження за вибраноÞ теÌоÞ� яке 
Ìожна виконувати як індивідуально� так і в групі.

Äамо кілька порад Ùодо організації роботи над проєктом та 
оформлення результатів дослідження.
1. Під час вибору теми потрібно враховувати її актуальність, на-

явність джерел інформації в літературі та інтернет-ресурсів. При 
цьому дуже важливе ваше бажання проявити себе дослідником 
у роботі саме над вибраною темою.

2. Роботу починають зі складання попереднього плану, у якому 
викладають задум та етапи реалізації задуманого. Після озна-
йомлення з основними джерелами інформації складають оста-
точний план за допомогою керівника проєкту.

3. Важливо чітко сформулювати цілі дослідження. �х можна запи-
сати, наприклад, у такий спосіб: вивчити, описати, проаналізу-
вати, довести, порівняти тоÙо.

4. Роботу завершують підбиттям підсумків дослідження, роблять 
висновки, накреслюють перспективи подальшого вивчення теми.

5. Приблизний обсяг роботи x 10w15 сторінок. Äодатково можна 
додати ілюстративний матеріал.

6. Робота може бути оформлена у вигляді реферату, доповіді, 
комп’ютерної презентації.

Нижче наведено рекомендований список тем, які можна вибрати 
для проєктної роботи.

�. ́ алес МілетськиÉ x видатниÉ геоÌетр� будівельник� астроноÌ
�. ПіÔагор і Éого знаÌенита теореÌа
�.  ксіоÌатичниÉ Ìетод у геоÌетрії
�. ГеоÌетрія на клітчастоÌу аркуші
�. ГраÔ як геоÌетрична Ìодель логічної задачі
�. ·удові точки трикутника
�. Властивості зовнівписаного кола
8. Метод допоÌіжного кола
�. Рівновеликі та рівноскладені Ôігури
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ВІДОМОСТІ З КУРСУ ГЕОМЕТРІЇ 7 КЛАСУ

Найпростіші геометричні фігури та їхні властивості

�. Точки та пряÌі

 9 Основна властив�сть ÎрÞËо�. ·ерез будь-які дві точки можна 
провести пряму, і до того ж тільки одну.

 9 Äві прямі, які мають спільну точку, називають такими, Ùо 
перетинаються.

 9 Будь-які дві прямі, Ùо перетинаються, мають тільки одну 
спільну точку.

�. Відрізок і Éого довжина

 9 Точки $ і % прямої a (рис. 248) обмежують частину прямої, 
яку разом з точками $ і % називають відрізком, а точки $ 
і % x кінцями цього відрізка.

a %$ $ 2 %

Рис. ��8 Рис. ���

 9 Äва відрізки називають рівними, якÙо їх можна сумістити 
накладанням.

 9 Рівні відрізки мають рівні довжини, і навпаки, якÙо дов-
жини відрізків рівні, то рівні й самі відрізки.

 9 Основна властив�сть ÃовÅини в�Ãр�зка. ЯкÙо точка C є вну-
трішньою точкою відрізка $%, то відрізок $% дорівнює сумі 
відрізків $C і C%, тобто $%   $C � C%.

 9 Відстанню між точками $ і % називають довжину відрізка $%. 
ЯкÙо точки $ і % збігаються, то вважають, Ùо відстань між 
ними дорівнює нулю.

�. ПроÌінь. ªут

 9 Точка 2 прямої $% (рис. 249) розбиває пряму на дві частини, 
кожну з яких разом з точкою 2 називають променем або пів-
прямою. Точку 2 називають початком променя.

 9 Äва промені, які мають спільний початок і лежать на одній 
прямій, називають доповняльними.
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 9 Äва промені 2$ та 2%, Ùо мають спільний початок (рис. 250), 
розбивають плоÙину на дві частини, кожну з яких разом 
із променями 2$ та 2% називають кутом. Промені 2$ та 
2% називають сторонами кута, а точку 2 x вершиною кута.

2

$

% О %

$

C

Рис. ��� Рис. ��1

 9 Кут, сторонами якого є доповняльні промені, називають 
розгорнутим.

 9 Äва кути називають рівними, якÙо їх можна сумістити на-
кладанням.

 9 Бісектрисою кута називають промінь з початком у вершині 
кута, який ділить цей кут на два рівних кути.

�. ВиÌірÞвання кутів

 9 Кожний кут має певну величину (градусну міру).

 9 Кут, градусна міра якого дорівнює 90°, називають прямим. 
Кут, градусна міра якого менша від 90°, називають гострим. 
Кут, градусна міра якого більша за 90°, але менша від 180°, 
називають тупим.

 9 Рівні кути мають рівні величини, і навпаки, якÙо величини 
кутів рівні, то рівні й самі кути.

 9 Основна властив�сть величини кута. ЯкÙо промінь 2C ді-
лить кут $2% на два кути $2C і C2% (рис. 251), то �$2%  
  �$2C � �C2%.

�. ±уÌіжні та вертикальні кути

 9 Äва кути називають суміжними, якÙо в них одна сторона 
спільна, а дві інші є доповняльними променями.

 9 Сума суміжних кутів дорівнює 180°.
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 9 Äва кути називають вертикальними, якÙо сторони одного 
кута є доповняльними променями сторін другого.

 9 Вертикальні кути рівні.

�. Перпендикулярні пряÌі. ±ерединниÉ перпендикуляр

 9 Äві прямі називають перпендикулярними, якÙо при їхньому 
перетині утворився прямий кут.

 9 Неперпендикулярні прямі при перетині утворюють пару 
рівних гострих кутів і пару рівних тупих кутів. Величину 
гострого кута називають кутом між неперпендикулярними 
прямими.

 9 ЯкÙо прямі перпендикулярні, то вважають, Ùо кут між 
ними дорівнює 90°.

 9 Äва відрізки називають перпендикулярними, якÙо вони 
лежать на перпендикулярних прямих.

 9 На рисунку 252 зображено пряму a та перпендикулярний до 
неї відрізок $%, кінець % якого належить прямій a. У такому 
випадку говорять, Ùо з точки $ на пряму a опуÙено перпен-
дикуляр $%. Точку % називають основою перпендикуляра $%.

$

%

a

$

% ;

a

Рис. ��� Рис. ���

 9 Äовжину перпендикуляра $% називають відстанню від точ-
ки $ до прямої a. ЯкÙо точка $ належить прямій a, то вва-
жають, Ùо відстань від точки $ до прямої a дорівнює нулю.

 9 Опустимо з точки $ на пряму a перпендикуляр $% (рис. 253). 
Нехай ; x довільна точка прямої a, відмінна від точки %. 
Відрізок $; називають похилою, проведеною з точки $ до 
прямої a.

 9 ·ерез дану точку проходить тільки одна пряма, перпенди-
кулярна до даної.



Відомості з курсу геометрії 7 класу186

 9 Пряму, яка перпендикулярна до відрізка та проходить че-та проходить че- проходить че-
рез його середину, називають серединним перпендикуляром 
відрізка.

 9 Кожна точка серединного перпендикуляра відрізка рівно-
віддалена від кінців цього відрізка.

 9 ЯкÙо точка рівновіддалена від кінців відрізка, то вона на-
лежить серединному перпендикуляру цього відрізка.

Трикутники

�. Трикутник і Éого елеÌенти. Рівні трикутники

 9 Три точки $, % і C, які не лежать на одній прямій, сполуче-
но відрізками (рис. 254). Утворена фігура обмежує частину 
плоÙини, яку разом з відрізками $%, %C 
і C$ називають трикутником. Точки $, 
%, C називають вершинами, а відріз-
ки $%, %C, C$ x сторонами трикутника. 
Трикутник називають і позначають за 
його вершинами.

 9 У трикутнику $%C кут % називають кутом, протилежним сто-
роні $C, а кути $ і C x кутами, прилеглими до сторони $C.

 9 Периметром трикутника називають суму довжин усіх його 
сторін.

 9 Трикутник називають гострокутним, якÙо всі його кути 
гострі� прямокутним, якÙо один із його кутів прямий� ту-
покутним, якÙо один із його кутів тупий.

 9 Сторону прямокутного трикутника, протилежну прямому 
куту, називають гіпотенузою, а сторони, прилеглі до прямого 
кута, x катетами.

 9 ¬ер�вн�сть трикутника. Кожна сторона трикутника менша 
від суми двох інших його сторін.

 9 Äва трикутники називають рівними, якÙо їх можна суміс-
тити накладанням. Ті пари сторін і кутів, які суміÙаються 
при накладанні рівних трикутників, називають відповідними 
сторонами й відповідними кутами.

 9 У трикутнику проти рівних сторін лежать рівні кути.

 9 У трикутнику проти рівних кутів лежать рівні сторони.

 9 У трикутнику проти більшої сторони лежить більший кут, 
і навпаки, проти більшого кута лежить більша сторона.

$

%

C

Рис. ���
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8. Висота� Ìедіана� бісектриса трикутника

 9 Перпендикуляр, опуÙений з вершини трикутника на пря-
му, яка містить протилежну сторону, називають висотою 
трикутника.

 9 Відрізок, який сполучає вершину трикутника із серединою 
протилежної сторони, називають медіаною трикутника.

 9 Відрізок бісектриси кута трикутника, який сполучає верши-
ну трикутника з точкою протилежної сторони, називають 
бісектрисою трикутника.

�. Ознаки рівності трикутників

 9 ®ер×а ознака р�вност� трикутник�в: за ÃвоËа сторонаËи 
та кутоË Ë�Å ниËи. ЯкÙо дві сторони та кут між ними 
одного трикутника дорівнюють відповідно двом сторонам та 
куту між ними другого трикутника, то такі трикутники рівні.

 9 ДруÂа ознака р�вност� трикутник�в: за стороноÝ та ÃвоËа 
ÎрилеÂлиËи Ãо не� кутаËи. ЯкÙо сторона та два прилеглих 
до неї кути одного трикутника дорівнюють відповідно стороні 
та двом прилеглим до неї кутам другого трикутника, то такі 
трикутники рівні.

 9 ТретÞ ознака р�вност� трикутник�в: за трьоËа сторонаËи. 
ЯкÙо три сторони одного трикутника дорівнюють відповідно 
трьом сторонам другого трикутника, то такі трикутники рівні.

��. РівнобедрениÉ трикутник та Éого властивості. РівносторонніÉ 
трикутник

 9 Трикутник, у якого дві сторони рівні, називають рівнобе-
дреним.

 9 Рівні сторони рівнобедреного трикутника називають бічни-
ми сторонами, а третю сторону x основою рівнобедреного 
трикутника.

 9 Вершиною рівнобедреного трикутника називають спільну 
точку його бічних сторін.

 9 У рівнобедреному трикутнику:
1) кути при основі рівні�
2) бісектриса трикутника, проведена до його основи, є меді-

аною та висотою трикутника.

 9 Трикутник, у якого всі сторони рівні, називають рівносто-
роннім.
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 9 У рівносторонньому трикутнику:
1) усі кути рівні�
2) бісектриса, висота й медіана, проведені з однієї вершини, 

збігаються.

��. Ознаки рівнобедреного трикутника

 9 ЯкÙо в трикутнику два кути рівні, то цей трикутник рівно-
бедрений.

 9 ЯкÙо медіана трикутника є його висотою, то цей трикутник 
рівнобедрений.

 9 ЯкÙо бісектриса трикутника є його висотою, то цей трикут-
ник рівнобедрений.

 9 ЯкÙо медіана трикутника є його бісектрисою, то цей три-
кутник рівнобедрений.

Паралельні прямі. Сума кутів трикутника
��. Паралельні пряÌі

 9 Äві прямі називають паралельними, якÙо вони не перети-
наються.

 9 Основна властив�сть ÎаралельниÔ ÎрÞËиÔ �акс�оËа Îара-
лельност� ÎрÞËиÔ�. ·ерез точку, яка не лежить на даній 
прямій, проходить тільки одна пряма, паралельна даній.

 9 Äві прямі, які перпендикулярні до третьої прямої, пара-
лельні.

 9 ЯкÙо дві прямі паралельні третій прямій, то вони паралельні.

 9 Відстанню між двома паралельними прямими називають від-
стань від будь-якої точки однієї з прямих до другої прямої.

��. Ознаки паралельності двох пряÌих

 9 ЯкÙо дві прямі a і E перетнути третьою 
прямою F, то утвориться вісім кутів 
(рис. 255). Пряму F називають січною 
прямих a і E.
Кути 3 і 6, 4 і 5 називають односторон-
німи.
Кути 3 і 5, 4 і 6 називають різносторон-
німи.
Кути 6 і 2, 5 і 1, 3 і 7, 4 і 8 називають 
відповідними.

a

E

F

12
3 4

56
7 8

Рис. ���



Відомості з курсу геометрії 7 класу 189

 9 ЯкÙо різносторонні кути, утворені при перетині двох прямих 
січною, рівні, то прямі паралельні.

 9 ЯкÙо сума односторонніх кутів, утворених при перетині двох 
прямих січною, дорівнює 180°, то прямі паралельні.

 9 ЯкÙо відповідні кути, утворені при перетині двох прямих 
січною, рівні, то прямі паралельні.

��. Властивості паралельних пряÌих

 9 ЯкÙо дві паралельні прямі перетинаються січною, то:
 x кути, які утворюють пару різносторонніх кутів, рівні�
 x кути, які утворюють пару відповідних кутів, рівні�
 x сума кутів, які утворюють пару односторонніх кутів, до-
рівнює 180°.

 9 ЯкÙо пряма перпендикулярна до однієї з двох паралельних 
прямих, то вона перпендикулярна й до другої.

��. ±уÌа кутів трикутника. §овнішніÉ кут трикутника

 9 Сума кутів трикутника дорівнює 180°.
 9 Серед кутів трикутника принаймні два кути гострі.

 9 Зовнішнім кутом трикутника називають кут, суміжний із ку-
том цього трикутника.

 9 Зовнішній кут трикутника дорівнює сумі двох кутів трикут-
ника, не суміжних з ним.

 9 Зовнішній кут трикутника більший за кожний із кутів три-
кутника, не суміжних з ним.

��. Ознаки рівності пряÌокутних трикутників

 9 Ознака р�вност� ÎрÞËокутниÔ трикутник�в за Â�ÎотенузоÝ 
та катетоË. ЯкÙо гіпотенуза та катет одного прямокутно-
го трикутника відповідно дорівнюють гіпотенузі та катету 
другого, то такі трикутники рівні.

 9 Ознака р�вност� ÎрÞËокутниÔ трикутник�в за ÃвоËа кате-
таËи. ЯкÙо катети одного прямокутного трикутника відпо-
відно дорівнюють катетам другого, то такі трикутники рівні.

 9 Ознака р�вност� ÎрÞËокутниÔ трикутник�в за катетоË 
� ÎрилеÂлиË ÂостриË кутоË. ЯкÙо катет і прилеглий до ньо-
го гострий кут одного прямокутного трикутника відповідно 
дорівнюють катету й прилеглому до нього гострому куту 
другого, то такі трикутники рівні.
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 9 Ознака р�вност� ÎрÞËокутниÔ трикутник�в за катетоË 
� ÎротилеÅниË ÂостриË кутоË. ЯкÙо катет і протилежний 
йому гострий кут одного прямокутного трикутника відповід-
но дорівнюють катету й протилежному йому гострому куту 
другого, то такі трикутники рівні.

 9 Ознака р�вност� ÎрÞËокутниÔ трикутник�в за Â�ÎотенузоÝ 
та ÂостриË кутоË. ЯкÙо гіпотенуза та гострий кут одного 
прямокутного трикутника відповідно дорівнюють гіпотенузі 
та гострому куту другого, то такі трикутники рівні.

��. Властивості пряÌокутного трикутника

 9 У прямокутному трикутнику гіпотенуза більша за катет.

 9 Катет, який лежить проти кута, величина якого дорівнює 
30°, дорівнює половині гіпотенузи.

 9 ЯкÙо катет дорівнює половині гіпотенузи, то кут, Ùо лежить 
проти цього катета, дорівнює 30°.

Коло та круг

�8. ГеоÌетричне ÌісÖе точок

 9 Геометричним місцем точок (ГМТ) називають множину всіх 
точок, які мають певну властивість.

 9 Серединний перпендикуляр відрізка є геометричним місцем 
точок, рівновіддалених від кінців цього відрізка.

 9 Бісектриса кута є геометричним місцем точок, які належать 
куту й рівновіддалені від його сторін.

��. ªоло та круг� їхні елеÌенти

 9 Колом називають геометричне місце точок, відстані від яких 
до заданої точки дорівнюють даному додатному числу. Задану 
точку називають центром кола.

 9 Будь-який відрізок, Ùо сполучає точку кола з його центром, 
називають радіусом кола.

 9 Відрізок, який сполучає дві точки кола, називають хордою 
кола. Хорду, яка проходить через центр кола, називають 
діаметром.
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 9 Äіаметр кола вдвічі більший за його радіус.

 9 Кругом називають геометричне місце точок, відстані від яких 
до заданої точки не більші за дане додатне число. Задану 
точку називають центром круга. Радіус кола, яке обмежує 
круг, називають радіусом круга. ЯкÙо ; x довільна точка 
круга із центром 2 та радіусом 5, то 2; P 5.
Коло, яке обмежує круг, йому належить.

 9 Хорда й діаметр круга x це хорда й діаметр кола, яке обме-
жує круг.

��. Властивості кола

 9 Äіаметр кола, перпендикулярний до хорди, ділить цю хорду 
навпіл.

 9 Äіаметр кола, який ділить хорду, відмінну від діаметра, нав-
піл, перпендикулярний до цієї хорди.

��. Вза�Ìне розÌіÙення пряÌої та кола. ¤отична до кола

 9 Пряма та коло можуть не мати спільних точок, мати дві 
спільні точки або мати одну спільну точку.

 9 Пряму, яка має з колом тільки одну спільну точку, називають 
дотичною до кола.

 9 Äотична до кола перпендикулярна до радіуса, проведеного 
в точку дотику.

 9 ЯкÙо пряма, яка проходить через точку кола, перпендику-
лярна до радіуса, проведеного в цю точку, то ця пряма є до-
тичною до даного кола.

 9 ЯкÙо відстань від центра кола до деякої прямої дорівнює 
радіусу кола, то ця пряма є дотичною до даного кола.

 9 ЯкÙо через дану точку до кола проведено дві дотичні, то 
відрізки дотичних, які сполучають дану точку з точками 
дотику, рівні.
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��. Описане та вписане кола трикутника

 9 Коло називають описаним навколо трикутника, якÙо воно 
проходить через усі його вершини.
На рисунку 256 зображено коло, описане навколо трикутни-
ка. У цьому разі також говорять, Ùо трикутник вписаний 
у коло.
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Рис. ��6 Рис. ���

 9 ¶ентр описаного кола трикутника рівновіддалений від усіх 
його вершин.

 9 Навколо будь-якого трикутника можна описати коло. ¶ентр 
кола, описаного навколо трикутника, x це точка перетину 
середин них перпендикулярів сторін трикутника.

 9 Серединні перпендикуляри сторін трикутника перетинаються 
в одній точці.

 9 Коло називають вписаним у трикутник, якÙо воно дотика-
ється до всіх його сторін.
На рисунку 257 зображено коло, вписане в трикутник. 
У цьому разі також говорять, Ùо трикутник описаний на-
вколо кола.

 9 ¶ентр вписаного кола трикутника рівновіддалений від усіх 
його сторін.

 9 У будь-який трикутник можна вписати коло. ¶ентр кола, 
вписаного в трикутник, x це точка перетину бісектрис три-
кутника.

 9 Бісектриси трикутника перетинаються в одній точці.

 9 Радіус кола, вписаного в прямокутний трикутник, обчислю-

ють за формулою r a b c� � �
2

, де U x радіус вписаного кола, 

a і E x катети, F x гіпотенуза.
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ВІДПОВІДІ ТА ВКАЗІВКИ ДО ВПРАВ

§ 1. Чотирикутники

�. ·отирикутник та Éого елеÌенти

��. 18 см, 12 см, 6 см, 27 см. ��. 10 см, 8 см, 16 см, 30 см. ��. 1) 72°, 
130°, 78°, 80°� 2) 22°, 230°, 28°, 80°. ��. 10 см. ��. Вказ�вка. По-
будуйте трикутник за двома сусідніми сторонами чотирикутника 
та відомим кутом між ними. Третя сторона цього трикутника 
є діагоналлю шуканого чотирикутника. ��. Вказ�вка. Побудуй-
те трикутник $%C за двома сторонами $% і %C та кутом % між 
ними. У трикутнику $C' відомо сторону $C, прилеглий кут C$' 
(�C$'   �%$' w �%$C) і суму сторін $' і C'. Побудову трикутни-
ка за стороною, прилеглим кутом і сумою двох інших його сторін 
було розглянуто в курсі геометрії 7 класу. ��. 32°. 

�. ПаралелограÌ. Властивості паралелограÌа

��. 90°. ��. 9 см, 14 см. ��. $%   %C   C'   $'   6 см. �8. 32 см. 
��. 45°, 135°. ��. 6 см, 12 см. ��. 80 см. ��. 9 см, 24 см. ��. 20 см, 
24 см. ��. 6 см. �8. 48°, 132°. ��. 40 см. ��. 5 см, 9 см. ��. 25 см. 
��. 3. �8. 2 : 1. ��. 72°, 108°. 8�. Вказ�вка. ¸укана точка є точ-
кою перетину висот трикутника $%C. 8�. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо 
'0$'   ''.C   '0%.. 8�. Вказ�вка. Побудуйте паралелограм, 
одна вершина якого збігається з вершиною даного кута, дві інші 
вершини лежать на сторонах кута, а точка перетину діагоналей 
паралелограма збігається з даною точкою. 8�. 24 см або 14 см. 

�. Ознаки паралелограÌа

��8. 32°. ���. 16 см. 

�. ПряÌокутник

���. 6 см, 12 см. ���. 5 см, 10 см. ���. 15 см, 25 см. ���. 12 см. 
���. Вказ�вка. Нехай C0 x медіана прямокутного трикутни-
ка $%C, проведена до гіпотенузи $% (рис. 239). На продовженні 
відрізка C0 за точку 0 відкладіть відрізок 0', який дорівнює C0. 
Визначте вид чотирикутника $C%' і скористайтеся властивостями 
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чотирикутників такого виду. ���. 30°, 60°. Вказ�вка. Покажіть, Ùо 
в прямокутному трикутнику $%0 гіпотенуза $0 у 2 рази більша  
за катет %0. ��8. 4,5 см. ���. 1) Вказ�вка. Задача зводиться до 
побудови прямокутного трикутника за гіпотенузою та різницею 
катетів. На рисунку 240 зображено прямокутний трикутник $C%, 
у якому відомо гіпотенузу $% і різницю катетів. На катеті %C по-
значено точку 0 так, Ùо C0   $C. Тоді %0   %C w $C. Звідси 
�$0%   135°. Отже, можна побудувати трикутник $0% за сторона-
ми $% і 0% та кутом $0%. ���. 48°. ���. 90°. ���. Трикутник $CE 
рівнобедрений. 

�. РоÌб

���. 6 см. ���. 1) Вказ�вка. Задача зводиться до по-
будови прямокутного трикутника за сумою катетів 
і гострим кутом. На рисунку 241 зображено прямо-
кутний трикутник $%C, у якому відомо кут $ та суму 
катетів $C і C%. Тоді $0   $C � C%, �C0%   45°. 
Трикутник $0% можна побудувати за стороною $0 
і двома прилеглими кутами. ���. Вказ�вка. Середина 
відрізка 1. x точка 2 є точкою перетину діагоналей 
ромба. Тоді пряма 02 паралельна сторонам %C і $'. 
Äовжина відрізка 02 дорівнює половині сторони 
ромба. ���. 30°, 72°, 78°�  18 см. 

�. ªвадрат

���. 28 см. ���. 48 см. �8�. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо $C A 0.. 
�8�. Вказ�вка. Побудуйте рівнобедрений прямокутний трикутник 
з гіпотенузою 0.. �8�. Вказ�вка. Побудуйте два прямокутних три-
кутники, у кожному з яких один катет дорівнює стороні квадрата, 

$

C %

0

Рис. ��1
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а гіпотенузи є даними відрізками. Äоведіть рівність цих трикутників. 
�8�. Вказ�вка. Побудуйте рівносторонній трикутник %21C так, Ùоб 
точка 21 належала квадрату. Покажіть, Ùо �21$'   �21'$   15°. 
Звідси випливає, Ùо точки 2 і 21 збігаються. �8�. Вказ�вка. На 
продовженні відрізка C' за точку ' позначте точку 01 так, Ùоб 
'01   %0. Äоведіть, Ùо �E$01   �E01$. 

�. ±ередня лінія трикутника

���. 28 см. ���. 0.   4 см. Вказ�вка. Проведіть середню лінію 
трикутника $%C. ���. 9 см. Вказ�вка. Розгляньте трикутник, для 
якого відрізок 0. є середньою лінією. ���. Вказ�вка. Нехай точ-
ки 0, . і ) x середини відрізків $%, $' і $C відповідно. Визначте, 
яким прямим належать висоти трикутника 0.). ���. Вказ�вка. 
Нехай точки E, ) і . x середини відрізків $C, %C і %' відповідно. 
Äоведіть, Ùо трикутник E). рівнобедрений. ���. 37°. ���. 8 см. 

8. ТрапеÖія

���. 16 см, 34 см. ���. 16 см. ���. 50°, 60°. ���. 28 см. ���. 7,2 см, 
10,8 см. ���. 2K. ���. 8 см, 20 см, 20 см, 20 см. ���. 12 см, 12 см, 
12 см. ���. 60°, 120°. ���. 8 см, 16 см. ���. 60°, 120°. ���. ЯкÙо 
гострий кут трапеції дорівнює 45°. ���. 7 см. ���. 13 см, 21 см. 

���. 3
4
a . ���. 72°, 108°. ���. 8 см. Вказ�вка. Проведіть через верши-

ну C пряму, паралельну прямій %'. Нехай E x точка перети-
ну проведеної прямої з прямою $'. Розгляньте трикутник $CE. 
���. Вказ�вка. Точка перетину бісектрис x вершина прямокутного 
трикутника, гіпотенузою якого є бічна сторона трапеції. Розгляньте 
медіану цього трикутника, проведену до гіпотенузи, і доведіть, Ùо 
вона паралельна основам трапеції. ��8. 1) Вказ�вка. ·ерез одну 
з вершин меншої основи проведіть пряму, паралельну бічній сто-
роні трапеції. Задачу зведено до побудови трикутника за трьома 
сторонами� 2) Вказ�вка. ·ерез одну з вершин меншої основи про-
ведіть пряму, паралельну діагоналі трапеції. Задачу зведено до 
побудови трикутника за двома сторонами та висотою, проведеною 
до третьої сторони. ���. a � E. Вказ�вка. Нехай 2 x точка пере-
тину діагоналей паралелограма. Проведіть перпендикуляри $0, 
2. і CE до прямої, яка проходить через точку %, і покажіть, Ùо 

OK a b� �
2

. ���. 1) 120°� 2) 120°. 
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�. ¶ентральні та вписані кути

���. Вказ�вка. Проведіть хорду %C і скористайтеся тим, Ùо 
кут $0C x зовнішній кут трикутника %0C. ��8. Вказ�вка. Про-
ведіть хорду %C і скористайтеся тим, Ùо кут $%C x зовнішній кут 
трикутника %0C. ���. 10°. ���. 40°, 40°, 100°. ���. 120°, 20°, 40°. 
���. 56°, 56°, 68°. ��8. Вказ�вка. Опустіть із вершин $ і % висоти 
трикутника $%C.  ���. Вказ�вка. ·ерез спільну точку кіл проведіть 
їхню спільну дотичну. Скориставшися ключовою задачею п. 9, до-
ведіть, Ùо розглядувані хорди паралельні спільній дотичній. 
���. Вказ�вка. �0%'   �0%C � �C%'   �0%$ � �%$C   �%0'. 
���. ¸укане ГМТ x дві дуги, зображені на рисунку 242, за ви- 242, за ви-242, за ви-
нятком точок $ і %. Вказ�вка. Проведіть два промені $C і %C так, 

Ùо �%$C   �$%C   90° w D
2

. Нехай ці промені перетинаються 

в точці C. Очевидно, Ùо �$C%   D. Опишіть коло навколо трикут-
ника $%C. Виконавши аналогічну побудову в іншій півплоÙині 
відносно прямої $%, отримайте трикутник $%C1, навколо якого 
теж опишіть коло. Äуги $C% і $C1%, за винятком точок $ і %, 
є шуканим ГМТ. ���. Вказ�вка. Скористайтеся результатами за-
дачі 311. ���. Вказ�вка. Нехай 2 x точка перетину діагоналей 
паралелограма $%C', точка 0 x середина сторони $' (рис. 243). 

Тоді OM AB 1
2

. Трикутник $2' можна побудувати (див. зада-

чу 313). ���. Вказ�вка. Скористайтеся ключовою задачею 1 п. 9. 
���. ¸укане ГМТ виділено на рисунку 244 синім кольором. 

%$

% C

$ '

2

0

%$

Рис. ��� Рис. ��� Рис. ���



Відповіді та вказівки до вправ 197

C

'

$

%

2

2

1

$ 1

%

C

0

Рис. ��� Рис. ��6

��8. Вказ�вка. �'C%   �'$%   �1 (рис. 245). Тоді �2C'   �1 � �2, 
�C2'   �1 � �$C2. Проте �$C2   �2. Отже, �2C'   �C2'. 
���. Вказ�вка. Нехай відрізки $$1 і CC1 перетинаються в точці 0. 
Обчисліть кут C10%1, скориставшися результатами задачі 297. 
���. Вказ�вка. Побудуйте коло із центром у точці 21 і радіусом, 
який дорівнює різниці радіусів даних кіл. Проведіть через точку 22 
дотичну до побудованого кола. ���. 1) Вказ�вка. Нехай точка 2 x 
центр вписаного кола трикутника $%C, у якому відомо кут % і сто-

рону $C. Äоведіть, Ùо �$2C   90° � 1
2
�%. У трикутнику $2C відо-

мо сторону $C, кут $2C і висоту, проведену з вершини 2 (радіус 
вписаного кола). Äалі див. задачу 312� 2) Вказ�вка. На рисунку 246 
зображено трикутник $%C, у якому відомо сторону $C, кут % і ме-
діану, проведену до сторони %C. Проведіть середню лінію 01 
трикутника $%C. Тоді �10C   �%. Побудуйте ГМТ точок ; таких, 
Ùо �1;C   �%. ���. 9 см, 10 см, 11 см. ���. 31 � 32 � 33. ���. Пря-
мокутний або рівнобедрений. 

��. Описане та вписане кола чотирикутника

���. 90°. ���. 6 см. ���. 88°, 74°, 92°, 106°. ��8. 62°, 118°. 

���. 196 см. ���. 6 см. ���. 60°, 120°. ���. d
2

. Вказ�вка. Äоведіть, 

Ùо кут між діагоналлю та більшою основою трапеції дорівнює 60°. 
Äалі скористайтеся ключовою задачею п. 8. ���. 6 см. Вказ�вка. 
Äоведіть, Ùо центр кола, описаного навколо трапеції, є серединою 
більшої основи. ���. Вказ�вка. Опишіть коло навколо чотирикут-
ника C0.%. ���. 30°. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо навколо чотирикут-
ника $02. можна описати коло, і скористайтеся тим, Ùо бісек-
триси трикутника перетинаються в одній точці. ��8. 60°. Вказ�вка. 
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Позначивши �1   D, виразіть через D кут $2%. ���. Вказ�вка. Äо-
ведіть, Ùо навколо чотирикутника $C%2 можна описати коло. 
���. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо кут C3% не змінює своєї  величини. 
���. Вказ�вка. Скористайтеся тим, Ùо в прямокутних трикутниках 
$3. і $04 гострі кути $34 і $04 рівні. ���. Вказ�вка. Точки $, 
C, $1 і C1 лежать на колі з діаметром $C. Скористайтеся тим, Ùо 
серединний перпендикуляр хорди проходить через центр кола. 
���. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо середня лінія даної трапеції дорівнює 
сумі радіусів побудованих кіл. ���. 128°. 

§ 2. Подібність трикутників

��. ТеореÌа ´алеса. ТеореÌа про пропорÖіÉні відрізки

�8�. 30 см. �88. 12 см. �8�. 4 см. ���. 6 см, 45°. ���. 20 см, 24 см. 
���. 5 см, 10 см. ���. 8 см, 12 см. ���. 6 см, 5 см, 6 см. ��8. 15 см, 
12 см, 21 см. ���. 15 см. ���. 45 см. ���. 21 см, 15 см. ���. 45 см, 
18 см. ���. 30 см, 50 см. ���. 7 : 9. ��8. 3 : 5. ���. 9 см. ���. 50 см. 
���. 3 : 5. Вказ�вка. Проведіть через точку . пряму, паралельну 
прямій $0. ���. 1) 3 : 7. Вказ�вка. Проведіть через точку 0 пряму, 
паралельну прямій %.� 2) 2 : 3. Вказ�вка. Проведіть через точку . 
пряму, паралельну прямій C0. ���. Вказ�вка. Скористайтеся тим, 
Ùо середня лінія трапеції ділить діагональ навпіл. ���. 2) Вказ�вка. 
Нехай дано кут $%C. Проведіть пряму 2., паралельну променю %C 
(точка . належить стороні $%). На промені .$ позначте точку 0 
таку, Ùо 0. : .%   2 : 3. ���. 3) Вказ�вка. Побудуйте прямокут-
ний трикутник %'., у якому катет %' дорівнює даній висоті, 
а гіпотенуза %. x даній медіані. За даним кутом і кутом %.' 
знайдіть кут між двома медіанами трикутника� 4) Вказ�вка. Нехай 
$%C x шуканий трикутник, медіани $$1, %%1 і CC1 якого пере-
тинаються в точці 0. На промені 0%1 позначте точку ) так, Ùоб 
0%1   %1). Трикутник 0C) можна побудувати за трьома сторонами. 
���. 2) Вказ�вка. Нехай $%C x шуканий трикутник, медіани $$1 
і CC1 якого перетинаються в точці 0. Трикутник $0C можна по-
будувати за двома сторонами та висотою, проведеною до третьої 
сторони. ���. Вказ�вка. Проведіть через точку C пряму, паралельну 
прямій %'. Нехай проведена пряма перетинає сторону $% у точці E. 
Äоведіть, Ùо %C   %E, і скористайтеся теоремою про пропорційні 
відрізки. ���. a. ���. 11 см. 
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��. Подібні трикутники

���. 33 м. ���. 6 см. ���. 9 см. ���. 40 см, 60 см. ���. 36 см. 
���. 8 см. ���. 4,8 см. Вказ�вка. ·ерез вершину $ проведіть пряму, 
паралельну прямій %'. ���. 6 см, 12 см. ���. 36 см. ���. 1) 30°, 
30°, 120°� 2) 30°, 60°, 90°. 

��. Перша ознака подібності трикутників

���. 6 см, 30 см. ���. 10,5 см, 13,5 см. ���. 42 см. ��8. 10 см, 14 см. 
���. 12,5 см, 3,5 см. ���. 12 м. ���. 24 см. ���. 16 см. ���. 16 см. 
��8. 5 см. Вказ�вка. Проведіть через точку 3 діаметр кола та ско-
ристайтеся ключовою задачею 2 п. 13. ���. 10 см. �8�. 27 см. 

�8�. 2) 36 см. �8�. 10 см. �8�. ah
a h�

. �8�. 27 см, 15 см. �8�. 1) 20°, 

160°� 2) 50°, 130°. �8�. 18 см. 

��. ¤руга та третя ознаки подібності трикутників

���. 18 см, 30 см. ���. 50 см, 20 см. ��8. 6 см. ���. ab
a b�

. Вказ�вка. 

Äоведіть, Ùо '.%0 " '$%C із коефіцієнтом подібності b
a b�

. 

���. 6 см. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо '$%C " '%'C. ���. Вказ�вка. 
Äоведіть, Ùо '$+C " '$%' за другою ознакою подібності трикут-
ників. Звідси �$C+   �$%'. ���. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо з подіб-
ності трикутників %0C і C0. випливає подібність трикутни-
ків $%0 і .$0. ���. Вказ�вка. Нехай кола перетинаються в точ-
ках E і ). Äля двох пар хорд $% і E), C' і E) застосуйте ключову 
задачу 2 п. 13. ���. 9 см, 14 см. ��8. 10 см. 

§ 3. Розв’язування прямокутних трикутників

��. Метричні співвідношення в пряÌокутноÌу трикутнику

���. 15 см, 20 см. ���. 30 см, 24 см. ���. 2 5  см, 4 5  см. 
���. 14,5 см. ��8. 62 см. ���. 12,5 см. ���. 12,8 см. ���. 2,5 см. 
���. 196 см. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо кінці бічної сторони трапеції 
та центр вписаного кола є вершинами прямокутного трикутника. 
���. 18 см. ���. 7 см, 14 см. ���. 14 см. ���. 74°, 74°, 74°, 138°. 
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��. ТеореÌа ПіÔагора

���. 13 см.  ���. 10 см.  ���. 
a 3

2
.  ���. a 2.  ���. 2

3

h .  ���. c

2
. 

��8. а) 6  см� À) 3  см� в) 4 2  см. ���. а) 2  см� À) 1 см. 

���. 4 5 см. ���. 4 10  см. ���. 4 13  см. ���. 4 5  см. ���. 10 см, 
10 см, 12 см. ���. 40 см, 25 см, 25 см. ���. 20 см. ���. 20 см. 
��8. 24 см. ���. 1,5 см, 22,5 см. ���. 8 см, 6 см, 10 см. ���. 6 см, 
2 73  см. ���. 168 см. ���. 200 см. ���. 20 ліктів. ���. 8 10  см. 
Вказ�вка. Äоведіть, Ùо бічна сторона трапеції дорівнює її більшій 
основі. ���. 12 3  см. ���. 2 65  см. ��8. 12 5  см. ���. 128 см. 
Вказ�вка. Скористайтеся властивістю бісектриси кута трикутни-
ка та знайдіть відношення бічної сторони до половини основи. 
���. 162 см.   ���. 54 см.   ���. 8 10  см.   ���. 10 см, 4 13  см,

 2 73  см. ���. 26 см. ���. 3 3
4
 фута. 

��. ТригоноÌетричні ÔункÖії гострого кута 
пряÌокутного трикутника

���. 45°, 135°. ��8. 1) 1� 2) 0. ���. 0,28� 0,96� 7
24

. ���. 1
6

. Вказ�вка. 

З подібності трикутників $0C і %'C випливає, Ùо AC
BC

    AM
BD

1
3

.   

���. 6
7

.  Вказ�вка. Скористайтеся тим, Ùо KC
AC

BD
AB

 . ���. Вказ�вка. 

Із точки ) опустіть перпендикуляр на відрізок E'. Знайдіть тан-
генси кутів E і %. ���. 3 см. ���. 12 см. ���. 14 см. 

�8. Розвsязування пряÌокутних трикутників

��8. 45°. ���. 2a, a 3. ���. a, a 3. ���. 8 см. ���. 16 см. ���. 15 см. 

��8. 4 2  см.  ���. h

cos
.

E
2

  ���. h
sin

,
D

 h
cos

,
D

 h
sin cos

.
D D

  ���. a tg M,

a
cos

,
M

 a sin M. ���. 
d

2
2

cos
,

D
 G tg D

2
. ���. 2r

sin
,

D
 2

2

r

sin
,

D
 2

2

r

cos
.

D
 ���. 

R 3
2

. 

���. 
a ( )

.
3 3

2
�

 ���. 2 3  см, 93  см, 181  см. ��8. �$   86°, 

�%   111°, �C   94°, �'   69°. ���. 18 см, 21 см. 
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§ 4. Многокутники. Площа многокутника

��. Многокутники

���. 3) 
n n( )

.
�3

2
   ���. 12 сторін, 1800°. 

��8. 150°, 60°, 150°.  ���. П’ятикутник. 
���. Вказ�вка. Нехай $%C'E) x шестикут-
ник, кожний кут якого дорівнює 120°. ЯкÙо 
провести січну 01 (рис. 247), то сума кутів 
п’ятикутника $%01) дорівнюватиме 540°. 
Тоді сума кутів %01 і )10 дорівнює 180°. 
���. 80 см. ���. ( )26 10 13�  см. ���. 3 5  см. 

��. Поняття плоÙі Ìногокутника. ПлоÙа пряÌокутника

���. 0,000126 Н. ���. 12 000 Н. ���. G2 sin D cos D.  ���. 75 3  см2.  
�8�. У 2 рази. �8�. ¦одного, або два, або три. �88. ¦одного або 
два. �8�. 504 см2. ���. 30 см. ���. Вказ�вка. Побудуйте прямокут-
ний трикутник, катети якого дорівнюють сторонам даних квадра-

тів. ���. Вказ�вка. Сторона шуканого квадрата x ab . ���. 24 см. 
���. 2 см. 

��. ПлоÙа паралелограÌа

���. 1) Äва розв’язки: 4 см і 9 см� 2) один розв’язок: 8 см. 
���. 300 см2.   ���. 120 см2.   ���. 108 3  см2.   ��8. aE sin D. 

���. 64 3  см2. ���. 140 2  см2. ���. 37,5 см2.  ���. a2 3
2

.  ���. 72 см2.  

���. 360 см2.  ���. 1 : 7. 

��. ПлоÙа трикутника

���. 200
3

 см2.  ���. 11 3  см2.  ���. 170 см2.  ���. E2 sin D cos D. 

���. K2 tg E
2

. ���. a2 3
4

. ��8. c2

4
. ���. 120

13
 см. ���. 96 см2. ���. 108 см2. 

���. 768 см2. ���. 52 см. ���. 336 см2. ���. 1080 см2. ���. Вка-
з�вка. Урахуйте, Ùо трикутники $%; і $;0 мають спільну ви-
соту. Таку саму властивість мають і трикутники C%; і C;0. 
��8. 120 см2. ���. 20 см, 6 10  см, 2 10  см. ���. 1176 см2. ���. 9,6 см2. 

���. 4000
3

 см2. Вказ�вка. Скориставшися властивістю бісектриси 

$

%

'

E)

0

1

C

Рис. ���



Відповіді та вказівки до вправ202

трикутника, знайдіть відношення бічної сторони та половини осно-

ви трикутника. ���. 4000
3

 см2. ���. 19 см2. Вказ�вка. Скористайтеся

результатами задач 750 і 757. ���. Вказ�вка. Проведіть прямі $0, 
%0 і C0 та скористайтеся результатами задачі 757. ���. Вка-
з�вка. Проведіть медіану $0. Нехай 1 x точка на стороні %C така, 
Ùо $1 __ '0. Äоведіть, Ùо пряма '1 x шукана. ��8. 78°, 78°, 24°.  

���. 2 57  см. ���. 80 см. 

��. ПлоÙа трапеÖії

�8�. 108 3  см2.   �8�. 195 см2.   �8�. 840 см2.   �8�. 132 см2. 

�8�. 600 3  см2. �8�. 1640 см2. �88. ( )32 32 2�  см2.  �8�. 294 см2.  
���. 512 см2.  ���. 192 см2. ���. 336 см2. Вказ�вка. У даній трапе-
ції $%C' (%C __ $') через вершину C проведіть пряму C), паралель-
ну діагоналі %' (точка ) належить $'), і розгляньте трикут-

ник $C). ���. 3 3
4

2a . Вказ�вка. Äоведіть, Ùо кут при більшій 

основі трапеції дорівнює 60°. ���. 156 см2. Вказ�вка. Нехай 2 x 
центр кола, вписаного в трапецію $%C' (%C __ $'). Äоведіть, Ùо 
трикутник $2% є прямокутним, і знайдіть його висоту, проведену 
з вершини 2. ��8. 588 см2. ���. 2187 см2. Вказ�вка. Äоведіть, Ùо 
діагональ даної трапеції є бісектрисою кута при основі. Äалі скорис-

тайтеся властивістю бісектриси трикутника. 8��. 936 см2. 8��. S
2

. 

Вказ�вка. Проведіть середню лінію 01 трапеції. Äоведіть, Ùо ви-
соти трикутників 0C1 і 01', проведені з вершин C і ', дорів-
нюють половині висоти трапеції. 8��. 15 см, 10 см. 8��. 60°, 120°. 
8��. 38 см. 

Вправи для повторення курсу геометрії 8 класу

8��. 64 см або 74 см. 8��. 10 см, 18 см. 8�8. 60°. 8��. a w E. 
8��. 1) Ні� 2) так� 3) ні� 4) так� 5) ні� 6) так� 7) так. Вказ�вка. Äо-
ведіть, Ùо точкою перетину діагоналі діляться навпіл. 8��. 1) Так� 
2) так� 3) ні. 8��. 30°, 150°. 8��. 40°, 70°, 70°. 8��. 45°. 8��. 18 см. 

8�8. 56 см. 8��. 
16 3

3
 см. 8��. C'. 8��. 70°, 110°. 8��. 30°. 8�8. 80°, 

100°, 150°, 30°. 8��. 4 см, 10 см. 8��. 1 : 2. 8��. 3 : 4. 8��. 2 : 5. 
8��. 9 см, 3 см, 6 см. 8��. 21 см, 35 см. 8��. 28 см, 28 см, 16 см. 

8��. ab
a b�

. 8�8. 21 см, 15 см. 8��. 25 см. 8��. 5 см. 8��. 10 см. 



Відповіді до завдань «Перевірте себе» в тестовій формі 203

8��. 36 см. 8��. ( )12 5 20�  см. 8��. 18 см. 8��. 24 см. 8��. 4 29  см, 

10 29  см. 8�8. 65
18

 см. 8��. 2 10  см. 8��. 45 см. 8��. а) S
2

; À) 3
8
S . 

8��. 256 см2. 8��. 1
2

2d . 8��. 3 3
4

2R . 8��. b2

2tgE
. 8��. 1

2
2c sin cos .D D  

8��. 72 3  см2. 8�8. 24 300 см2. 8��. 6 см.

ВІДПОВІДІ ДО ЗАВДАНЬ «ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ» В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ 

Номер 
завдання

Номер задачі

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 Б Г А А В В Г А В В

2 Б В В В Б В Г Б Г А

3 В Б В Б Г В Б В Г Б

4 Б В А Г А Г Г Б Г В



204

¡ічна сторона трапеції   44

Вершини многокутника   140
x x сусідні    140
x чотирикутника   7
x x протилежні   7
x x сусідні   7
Висота паралелограма   16
x трапеції   44
Відношення двох відрізків   76
Властивість бісектриси трикут-

ника   79
Властивості квадрата   37
x кутів, вписаних у коло   54
x опуклого многокутника   141
x паралелограма   15
x прямокутника   30
x рівнобічної трапеції   46
x ромба 34

Градусна міра дуги кола   53

¤іагональ многокутника   141
x чотирикутника   8
Äуга кола   53

ªвадрат   37
Кінець дуги   53
Коефіцієнт подібності   86
Коло, вписане в многокутник   142
x, x в чотирикутник  64
x, описане навколо многокут-

ника   142
x, x x чотирикутника   63
Косинус гострого кута прямокут-

ного трикутника   123
Кут, вписаний у коло   54
x кола центральний   53
x многокутника   140
x чотирикутника  8

Кути при основі трапеції   44

«ема про подібні трикутники   86

Метричні співвідношення в пря-в пря- пря-
мокутному трикутнику   113

Многокутник   140
x, вписаний у коло   142
x неопуклий   141
x, описаний навколо кола   142
x опуклий   141
Многокутники рівновеликі   147

Ознаки паралелограма   23
x подібності трикутників   91, 102
x прямокутника   31
x ромба   34
Основа трапеції   44
Основна тригонометрична то-

тожність   125

Паралелограм   15
Периметр многокутника   141
x чотирикутника   7
Перпендикуляр  117
Півколо   53
ПлоÙа многокутника   145
x паралелограма   151
x прямокутника   146
x прямокутного трикутника   155
x трапеції   160
x трикутника   155
Подібні трикутники   85
Похила  117
Проєкція катета на гіпотенузу   113
Проєкція похилої  117
Прямокутник   30

Ромб   34

ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК
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±ередня лінія трапеції   45
x x трикутника   40
Синус гострого кута прямокут-

ного трикутника   122
Сторони відповідні   85
x многокутника   140
x x сусідні   140
x чотирикутника   7
x x протилежні   7
x x сусідні   7
Сума кутів опуклого Q-кутни-

ка   141
x x чотирикутника   8
Сусідні відрізки   6

Тангенс гострого кута прямо-
кутного трикутника   123

Теорема Піфагора   116
x про пропорційні відрізки   77
x Фалеса   76
Трапеція   44
x прямокутна   45
x рівнобічна   44
Тригонометричні функції   124

·отирикутник   7
x, вписаний у коло   63
x неопуклий   8
x, описаний навколо кола   64
x опуклий   8
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